
Grundlagen und Anwendungen

Evolution�arer Algorithmen

Abschlu�bericht des

BMBF Verbundprojektes EVOALG

Projektleiter: Prof. Dr. W. Ebeling

Mitantragsteller: Prof. Dr. L. Schimansky-Geier,

Dr. Dr. T. P�oschel

Humboldt Universit�at zu Berlin

Wissenschaftliche Mitarbeiter:

T. A�elmeyer, D. Beule, V. Buchholtz,
U. Erdmann, C. Kappler, R. Lieske, B. Militzer, A. Neiman,

H. Ros�e, D. Rosenkranz, F. Schautz,
B. Tilch, M. Zamparelli

Berlin, den 29. Juni 1998



2



1.2 Kurze Darstellung:

Aufgabenstellung,

Vorausssetzungen, Ablauf,

Stand, Zusammenarbeit

Der vorliegende Bericht enth�alt die Ergebnisse der Gruppe an der Humboldt
Universit�at (Prof. Ebeling), die in vierj�ahriger Arbeit im Projekt EVOALG
{ Grundlagen und Anwendung evolution�arer Algorithmen { erhalten wur-
den. Dieses Projekt wurde als Verbundprojekt der Humboldt Universit�at,
des Informatik-Zentrums Dortmund (Leiter: Prof. Dr. H.-P. Schwefel) und
der Siemens AG (Gruppe Dr. M. H�ohfeld) vom Bundesministerium f�ur For-
schung und Technologie (FKZ 01 IB 403 B3) gef�ordert.

Die Gruppe an der Humboldt Universit�at setzte sich �uberwiegend aus
theoretischen Physikern zusammen. Es gabe umfangreiche Vorkenntnisse
und Erfahrungen auf dem Gebiet der Statistischen Physik und nichtlinearen
Dynamik, bei der Modellierung von Evolutionsprozessen und weiterhin einige
Arbeiten zu Grundlagen von Optimierungsprozessen. Die Aufgabe bestnad
darin, mit modernen Methoden der statistischen Physik, in Zusammenarbeit
mit den Kooperationspartnern, neue evolution�are Algorithmen zu entwickeln
und auf konkrete Probleme des Partners (Siemens AG) sowie andere Fragen
von praktischen Interesse anzuwenden.
Ausgehend vom Stand und der Augabenstellung war der Schwerpunkt der
Arbeit auf die Untersuchung von praxisrelevanten Modellproblemen, die Ent-
wicklung optimaler Optimierungsalgorithmen, die Klassi�kation von Opti-
mierungsproblemen, sowie die theoretische Seite der Anwendungsprobleme,
die gemeinsam mit den Verbundpartnern bearbeitet wurden, gerichtet.
Im Rahmen des Projektes wurde auch die internationale Konferenz PPSN
{ Parallel Problem Solving from Nature", die im September 1996 in Ber-
lin stattfand, mitorganisiert, insbesondere betri�t das die Begutachtung der
Beitr�age und die Gestaltung des Programms.
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Die Logik unseres Berichtes folgt dem Arbeitsplan und den wichtigsten
Ergebnissen, die erzielt wurden. Der Aufbau ist wie folgt:

Im ersten Kapitel werden Methoden zur Strukturanalyse von Sequenzen
(Gensequenzen, Buchstabenfolgen etc.) vorgestellt. Diese Arbeiten sind nach
unserer Au�assung von Interesse f�ur Anwendungen in der Bioinformatiok,
aber auch im Hinblick auf die Entwicklung optimaler Kompressionsalgorith-
men interessant.

Der Schwerpunkt des zweiten Kapitels ist die Klassi�kation von Optimie-
rungsproblemen. Folgened Augabe stand hier im Vordergrund: Am Beginn
einer Optimierung ist es in der Regel sehr n�utzlich, schon m�oglichst viel �uber
die allgemeinen Eigenschaften des Problems zu wissen, soweit sich das mit
einfachen Hilfsmitteln heraus�nden l�a�t. Die von uns neu entwickelten Me-
thoden erlauben es, eine Entscheidung dar�uber zu tre�en, welcher Typ von
Optimierungsalgorithmen f�ur das gegebene Problem besonders geeignet ist,
ob ein bestimmter Mutationsoperator einem anderen vorzuziehen ist, etc..

Im dritten Kapitel werden im Detail verschiedene neue, bzw. verbesserte
Optimierungsalgorithmen vorgestellt. Es handelt sich dabei zum Beispiel um
gemischte Strategien, in denen die biologisch orientierten evolution�aren Algo-
rithmen mit thermodynamisch orientiereten Boltzmannalgorithmen (SSimu-
lated Annealing") dem jeweiligen Problem entsprechend kombiniert werden.
Weitere Ans�atze bilden einerseits die Methode der adaptiven Suchr�aume, die
ein e�zientes Verfahren z�ur L�osung ganzzahlig-gemischten Optimierungspro-
blemen darstellt und andererseits die Entwicklung robuster Mutationsopera-
toren f�ur die Parameteroptimierung, die sowohl globale, als auch lokale Suche
zulassen.

Im vierten Kapitel wird die Anwendung der entwickelten Algorithmen auf
praxisrelevante Modellprobleme der strukturellen Optimierung dargestellt.
Es handelt sich dabei u.a. um das wichtige Problem der Faltung von Bio-
polymeren, das eine der zentralen Fragen im Design neuer Wirksto�e und
Medikamente ist; um das LABS { Least autocorrelated Binary Sequences {
Problem, das in der Nachrichtentechnik seine Bedeutung besitzt und Proble-
me der Netzwerkoptimierung, die sowohl in der St�adte- und Verkehrsplanung,
als auch in der Kommunikationstechnik derzeit zunehmend an Bedeutung ge-
winnen.

Im f�unften und letzten Kapitel werden einige Anwendungen evolution�arer
Algorithmen auf Probleme der Physik vorgestellt. Ein Schwerpunkt der Ar-
beit war das von der KWU �uber die Gruppe der Siemens AG in Auftrag
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gegebene Problem der Optimierung des Einsatzes von Brennst�aben in Kern-
kraftwerken. Dieses Problem, wurde in intensiver Zusammenarbeit mit den
Projektpartnern bearbeitet. Bearbeitet wurde besonders die theoretische
Seite des Problems, weiterhin wurden verschiedene Beitr�age zur L�osung der
praktischen Optimierungsprobleme gegeben. Details dazu sind im Abschlu�-
bericht der Kooperationspartner zu �nden. Unser theoretischer und metho-
discher Beitrag wurde in Publikationen niedergelegt, die unter Punkt 3. zu
�nden sind. Andere Probleme mit Praxisrelevanz, die von uns bearbeitet
wurden, ist das Problem der Sekunda�arstruktur von Biopolymeren (RNA)
sowie Probleme der Optimierung von Netzwerken.

Die folgenden Kapitel enthalten eine eingehende Darstellung der erzielten
Ergebnisse gegliedert nach Schwerpunkten der Arbeit.

W. Ebeling Berlin, den 29. Juni 1998
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Kapitel 1

Strukturanalyse von Sequenzen

1.1 Aufgabenstellung und Analysemethoden

(W. Ebeling)

Sequenzen von Buchstaben spielen eine zentrale Rolle in der modernen Wis-
senschaft und Technik. Die meisten Informationstr�ager wie z.B. Texte, Auf-
zeichnungen auf Disks und Tapes, DNA- und Protein-Molek�ule haben in Be-
zug auf ihre Prim�arstruktur die Form linearer Buchstabenfolgen. Auch viele
Optimierungsprobleme k�onnen als Sequenzen dargestellt werden, so z.B. das
Problem des Reisenden Handelsmanns (TSP) und das Problem minimaler
Autokorrelationsfunktionen (LABS). Aus diesem Grunde wurde der Analy-
se der Struktur und der Darstellungen von Sequenzen ein spezielles Thema
im Projekt gewidmet. Obwohl es sich dabei (bis auf die Frage optimaler
Darstellungen) nicht unmittelbar um Optimierungsfragen handelt, spielten
die Resultate dieses Teilprojektes eine wichtige Rolle in allen �ubrigen The-
men. Das Thema Sequenzanalyse stand am Beginn der Forschungen f�ur
das Projekt EVOALG und wurde in den wesentlichen Teilen schon relativ
fr�uh abgeschlossen. Dabei sind auch eine gr�o�ere Zahl wissenschaftlicher
Publikationen (siehe Anlage) sowie zwei Dissertationen (A. Schmitt [Sch94],
J. Freund [Fre95]) und mehrere Diplomarbeiten entstanden. Dar�uber hinaus
zeigte eine Reihe von Einladungen zu Kolloquiumsvortr�agen in der BRD (u.a.
Aachen, Bayreuth, Dresden, Potsdam, Rostock) sowie Vortr�agen auf Kon-
ferenzen das allgemeine wissenschaftliche Interesse an diesem Themenkreis.
Das wichtigste Resultat der Arbeit an diesem Thema ist die Bereitstellung
eines ganzen Spektrums von Methoden f�ur die Analyse der Struktur von
Sequenzen [EP94, HES94, EPA95, EN95, ENP95, PER95, EPA96]. Dazu
z�ahlen:
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10 KAPITEL 1. STRUKTURANALYSE VON SEQUENZEN

(1) Entropien h�oherer Ordnung (Blockentropien) [EP94, EPA95],

(2) bedingte bzw. dynamische Entropien [EPA95],

(3) Transinformationen (mutual information) [HES94, EPA95],

(4) algorithmische Entropien und Kompressibilit�aten [ENP95, EPA96],

(5) Fluktuationsanalyse der lokalen Zusammensetzung [EN95, ENP95]

(6) charakteristische Exponenten f�ur Random-Walk-Darstellungen [ENP95],

(7) Fourierspektren [EN95].

Die erarbeiteten Methoden sind inzwischen im Innovationskolleg \Theoreti-
sche Biologie" der HUB bereits sehr erfolgreich f�ur die Analyse von DNA-
und Protein-Sequenzen eingesetzt worden (AG Herzel). In letzter Zeit er-
gaben sich eine Reihe neuer Gesichtspunkte: Insbesondere konnte gezeigt
werden, da� Fragen der Prognose von Zeitreihen und komplexen nichtlinea-
ren Prozessen mit unseren Methoden der Entropieanalyse erfolgversprechend
bearbeitet werden k�onnen. Die Nutzung dieser Methoden soll in Kooperation
mit dem Innovationskolleg der HUB, der Universit�at Br�ussel, der Universit�at
Potsdam (Prof. Kurths), dem Potsdamer Institut f�ur Klimafolgenforschung
(Prof. Schellnhuber) und dem Institut f�ur �okologische Probleme (BIT"OK)
der Universit�at Bayreuth (Prof. Hauhs) verfolgt werden. Ein weiteres An-
wendungsfeld ergibt sich bei bei Optimierung von Kompressionsalgorithmen.
Die von uns berechneten Entropien geben Schranken f�ur die Kompression
von Sequenzen an. Wir konnten anhand verschiedener Tests zeigen (Resul-
tate von A. Neiman), da� die soweit verwendeten Standard-Algorithmen wie
z.B. gzip, rar, arj, x1 noch ziemlich weit vom theoretischen Optimum ent-
fernt liegen [EPA96]. Bei der Anwendung von Kompressionsalgorithmen auf
Sequenzen mit bekannter Struktur (vgl. dritter Abschnitt) schneidet gzip in
der Regel am besten ab. Die Frage der Optimierung von Sequenzen wird
weiter unten noch einmal im Abschnitt LABS angesprochen.

1.2 Statistische Sequenzanalyse

(W. Ebeling)

Die im Rahmen des Themas vorgenommenen statistischen Analysen von Se-
quenzen dienten in erster Linie der zuverl�assigen Berechnung von Block-
Entropien [EPA95]. Dabei entstand das Problem der Bestimmung einer
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gro�en Zahl vonWahrscheinlichkeiten aus einem relativ kleinenDaten-Material.
Dazu wurden umfangreiche Untersuchungen von Ebeling, Herzel, P�oschel,
Ros�e, Schmitt u.a. angestellt, die zur Ausarbeitung zuverl�assiger Methoden
f�ur die Sch�atzung von Wahrscheinlichkeiten, Entropien, Transinformationen
usw. sowie zu einer gr�o�eren Zahl von Publikationen in anerkannten in-
ternationalen Journalen f�uhrten (siehe Publikationsliste und besonders die
Arbeiten [HES94, EPA95, PER95]). Bearbeitet wurden im Detail:

(1) Biosequenzen [HES94],

(2) Textsequenzen [EP94, EPA95]

(3) durch nichtlineare Dynamik generierte Sequenzen [FERck]

(4) durch grammatische Regeln generierte Sequenzen [RFE96],

(5) Sequenzen mit optimierten globalen Eigenschaften (z.B. LABS).

1.3 Die Symbolische Dynamik und Referenz-

systeme

(W. Ebeling)

Im Rahmen des Teilthemas Sequenzanalysen war es zun�achst notwendig,
eine Reihe von Standard-Sequenzen mit bekannten Eigenschaften bereitzu-
stellen. Dieses Vorgehen erwies sich als sehr fruchtbar und f�uhrte zu einer
Reihe wertvoller Resultate. Insbesondere konnten in Arbeiten von Ebeling,
Freund und Rateitschak die statistischen Eigenschaften von verschiedenen
nichtlinearen Abbildungen, besonders der logistischen Abbildung und inter-
mittenter Prozesse analytisch behandelt werden [EFR96, FERck, REF96,
RFE96]. Diese analytisch behandelten Sequenzen wurden als Testsysteme
f�ur die Ausarbeitung von Methoden der Sequenzanalyse eingesetzt. Die-
se Forschungen f�uhrten ebenfalls zu einer Reihe von Publikationen [EFR96,
FERck, REF96, RFE96]. und Konferenzbeitr�agen (u.a. Gordon-Konferenz
1994). Frau K. Rateitschak erhielt inzwischen ein EU-Stipendium und f�uhrt
ihre Untersuchungen bei Prof. G. Nicolis an der Universit�at Br�ussel fort.
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1.4 Optimierung von Sequenzdarstellungen -

Kompressibilit�at

(W. Ebeling)

Die Darstellung von Sequenzen und die Optimierung der Darstellung ist ein
Problem von zentraler Bedeutung f�ur die moderne Informatik (Darstellung
von Texten, Programmen, Datenmassiven usw.). Ein wichtiges Anwendungs-
feld ergibt sich bei der Optimierung von Kompressionsalgorithmen. Die
von uns berechneten Entropien geben Schranken f�ur die Kompression von
Sequenzen an. Wir konnten anhand verschiedener Tests zeigen (Resultate
von A. Neiman), da� die soweit verwendeten Standard-Algorithmen wie z.B.
gzip, arj, rar noch ziemlich weit vom theoretischen Optimum entfernt liegen.
[EPA96]. Dabei wurden insbesondere die im 3. Abschnitt besprochenen
Testsequenzen mit bekannten Eigenschaften eingesetzt. Es konnte gezeigt
werden, da� die standardm�a�ig verwendeten Kompressions- algorithmen nur
einen Teil der vorhandenen Regularit�aten bzw. grammatischen Strukturen
aufdecken k�onnen. Diese Resultate wurden u.a. auf der Konferenz Coherent
Structures 1995 in Kyoto [ENP95] und auf der PhysComp 1996 in Boston
[EPA96] vorgestellt. Die Frage der Optimierung von Sequenzen wird weiter
unten noch einmal im Abschnitt LABS angesprochen.

1.5 Langreichweitige Korrelationen in Texten

(A. Neiman)

Im Zusammenhang mit der Frage optimaler Kompressionsalgorithmen wur-
den auch langreichweitige Korrelationen in Texten untersucht. Die zugrun-
deliegende Hypothese ist, da� die Kompressibilit�at einer Sequenz ein Ma� f�ur
die in ihr steckenden Korrelationen ist. Ein Ziel war es, Korrelationen zu �n-
den, die von den Standard-Kompressionsalgorithmen noch nicht ausgenutzt
werden, und somit Raum f�ur Verbesserungen er�o�nen.

Langreichweitige Korrelationen k�onnen mithilfe von dynamischen Entro-
pien, Korrelationsfunktionen und Standardabweichungen, 1=f � Rauschen,
kritischen Exponenten, Kumulanten h�oherer Ordnung, sowie Transinforma-
tionen gemessen werden. Wir gehen davon aus [EN92, AEN94], da� ein Text
strukturelle �Ahnlichkeit mit symbolischen Sequenzen hat, die durch nicht-
lineare Prozesse am Bifurkationspunkt erzeugt wurden. Die Korrelationen
solcher symbolischer Sequenzen sind weitgehend bekannt. Unsere Analy-
se [EN95] basiert auf einer Abbildung von Text auf Random-Walk Modelle
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[Pen92] sowie einer Spektralanalyse. Au�erdem untersuchen wir die Kom-
pressibilit�at der symbolischen Sequenzen.[ENP96, EPA96]

Auf der Suche nach der Ursache langreichweitigen Korrelationen haben
wir Texte auf verschiedenen Ebenen umgeordnet bzw. gesch�uttelt (Buchsta-
ben, W�ortern, S�atzen, Kapiteln usw.). Die Korrelationen des umgeordne-
ten Textes wurden mit denen des Originaltexts verglichen. Korrelationen
auf h�oheren Ebenen, die durch gr�o�ere Zusammenh�ange im Text zustande
kommen, wurden nur im Originaltext erhalten. Alle Originaltexte zeigen
anomale Di�usion, d. h. langreichweitige Korrelationen, w�ahrend die umge-
ordneten/gesch�uttelten Texte normale Di�usion zeigen.

Unsere Untersuchungen zeigen, da� die Skalierung der Standardabwei-
chung (gemessen in H�olderexponenten), Spektralanalyse, Momente h�oherer
Ordnung, sowie Kumulanten geeignete Ma�e f�ur langreichweitige Korrela-
tionen in Texten, jenseits der Satzebene, sind. Es wurde gezeigt, da� lang-
reichweitigen Korrelationen in Texten ihre Wurzel in der Struktur des Textes
(Worte, S�atze. Kapitel usw.) haben. Die Ergebnisse sind von Interesse f�ur
die Analyse von Kompressionsalgorithmen und die Absch�atzung vorhandener
Reserven.

1.6 Erstellte Software

(W. Ebeling)

1.6.1 Programm SEQENTRO

SEQENTRO ist ein Programm zur Berechnung der Entropien h�oherer Ord-
nung (Blockentropien) von Sequenzen, die aus Buchstaben auf einem Alpha-
bet (mit lambda verschiedenen Buchstaben) bestehen. Die Blockentropien
Hn h�angen von einer Laufzahl n ab. hn = Hn + 1 � Hn sind die beding-
ten Entropien, die ein Maximum f�ur die Vorhersagbarkeit darstellen. Das
Programm l�auft unter unter DOS/WINDOWS FORTRAN-Compilern. Es
wurde mit Erfolg zur Berechnung der Struktur von Sequenzen eingesetzt,
deren L�ange 105 Buchstaben nicht �uberschreitet.

1.6.2 Programm BLOCK

BLOCK ist in Fortran geschrieben und besonders f�ur Workstations geeignet.
Beschreibung von BLOCK:
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(1) Es k�onnen Blockentropien bis zur Sequenzl�ange 107 berechnet werden.

(2) Die ranggeordneten H�au�gkeiten werden angegeben

(3) BLOCK besteht aus den �les
-block.f the program
-block.par the basic parameters
-block.sequences the batch �le containing the names of the

sequences and the description of the calcula-
tion to be done

-block.start startup �le, compilation
-block.doc description

Ein komplettes demo-Paket liegt bei. Mit dem Befehl \demo" werden 4
demo-Sequenzen (Bernoulli) (dna1000.seq,...,dna1000000) erzeugt, die dann
mit dem vorbereiteten �le \block.sequences" verarbeitet werden. Dazu starte
einfach \block.start" und man sieht, was passiert und welche �les entstehen.
Das Programm ist sehr schnell. Die Zipf-�les lassen sich vorteilhaft mit
gnuplot anschauen.

1.6.3 Programm SEQZIPF

SEQZIPF ist ein in Fortran verfa�tes Programm zur Berechnung der rang-
geordneten H�au�gkeiten von W�ortern der gegebenen L�ange n f�ur Sequenzen
die aus Buchstaben auf einem Alphabet (mit lambda verschiedenen Buch-
staben) bestehen. Es folgt eine sogenannte Zipf-Verteilung, �ahnlich wie in
BLOCK. SEQZIPF ist f�ur k�urzere Sequenzen geeignet und wurde vorwiegend
aus WINDOWS/DOS-Rechnern eingesetzt.

1.6.4 Programm TRANSINF

TRANSINF ist ein Programm zur Berechnung der Transinformation (eng-
lisch transinformation, mutual information) von Sequenzen die aus Buchsta-
ben auf einem Alphabet (mit lambda verschiedenen Buchstaben) bestehen.
Die Transinformation h�angt von einer Laufzahln ab. I(n) ist ein Ma� f�ur die
St�arke von Korrelationen im Abstand n. Die vorliegende Version l�auft unter
unter DOS/WINDOWS FORTRAN-Compilern. Das Programm wurde zur
Berechnung der Struktur von Sequenzen bis zur L�ange 105 eingesetzt.



Kapitel 2

Klassi�kation von Problem und

Strategie

2.1 Das Grundmodell

(H. Ros�e)

Ziel der ersten Arbeitsphase war es, an einem Grundmodell, das einfach und
handhabbar ist und dennoch die wichtigsten Eigenschaften realer Optimie-
rungsprobleme aufweist, grundlegende Methoden der Untersuchung, Verbes-
serung und Anwendung von evolution�aren Algorithmen zu etablieren. Die
dabei gewonnenen Ergebnisse bildeten dann in der zweiten Phase die Basis
zur erfolgreichen Konstruktion verbesserter Algorithmen.

Prinzipiell stellt ein Optimierungsproblem immer die Aufgabe dar, aus
einer Vielzahl m�oglicher L�osungen, in angemessener Zeit die qualitativ hoch-
wertigsten L�osungen zu gewinnen. Es ist damit de�niert durch den Raum
aller m�oglichen L�osungen oder Zust�ande - dem Suchraum - und durch eine
Qualit�atsfunktion - der Fitne� - die die G�ute der L�osungen bewertet. Ein
Optimierungsalgorithmus steuert eine Bewegung durch den Suchraum, die
m�oglichst schnell die Optima der Fitne�funktion aufzu�nden vermag.

Suchr�aume k�onnen diskret (z.B. Menge von Buchstabensequenzen, von
Netzwerken oder Anordnungen), kontinuierlich (z.B. Steuer- und Regelungs-
parameter) oder gemischt diskret-kontinuierlich sein. Schon hier zeigen Opti-
mierungsproblemeeine deutliche Aufteilung im Schwierigkeitsgrad: W�ahrend
kontinuierliche Suchr�aume g�unstige Eigenschaften in Bezug auf die Optimie-
rung aufweisen, wie die stetige Ver�anderbarkeit der Suchparameter und damit
die M�oglichkeit der Schrittweitensteuerung der Suche oder die Angebbarkeit
des Abstands zweier L�osungen, besitzen diskrete Suchr�aume eine kompli-

15
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zierte Struktur, die eine zielgerichtete und stete Optimierung erschwert oder
sogar unm�oglich macht, wenn keine geeignete Problemrepr�asentation gefun-
den werden konnte.

Zu diesen den Suchraum bedingenden Fragen tritt als entscheidendes
Kriterium einer erfolgreichen Optimierung der Komplexit�atsgrad der Fit-
ne�funktion selbst. Diese ist fast immer nur algorithmisch gegeben und so
der direkten Analyse unzug�anglich. Multimodalit�at (Existenz vieler loka-
ler Optima), Frustriertheit (Existenz sich widersprechender Anforderungen)
und Nichtstetigkeit (gro�e Qualit�ats�anderungen bei kleiner �Anderung der
L�osung) bestimmen den Schwierigkeitsgrad der Optimierung.

All diese Faktoren gilt es zu ber�ucksichtigen und zu verstehen, soll die Ent-
wicklung anwendungsreifer und e�ektiver Optimierungsalgorithmen erfolg-
reich sein. Dabei spielen die Wahl einer geeigneten Problemrepr�asentation
und die Klassi�kation des Schwierigkeitsgrades eine entscheidende Rolle. Dies
ber�ucksichtigendwurden imProjekt sowohl sowohl Struktur und Repr�asentation
diskreter Probleme als auch die Klassi�kation von Fitne�landschaften unter-
sucht und auf die Konstruktion verbesserter Algorithmen angewendet.

Das erste Modell diskreter Optimierung war ein einfaches Evolutionsspiel
zur Erzeugung frustrierter Sequenzen nach Engel [EF82, ERS94]. Eine fru-
strierte Fitne�funktion setzt sich aus zwei oder mehr sich widersprechenden
Optimierungskriterien zusammen. Die L�osungen des Optimierungsprozesses
k�onnen dabei nicht beide Kriterien gleich gut erf�ullen - die optimale L�osung
stellt einen Kompromi� dar. Sowohl in der Natur wie in der Technik sind
die Mehrzahl der Optimierungsaufgaben frustriert. Ein Beispiel daf�ur ist
Leistungssteigerung einer technischen Apparatur bei gleichzeitiger Kosten-
senkung oder das im Projekt bearbeitete Beladeplanproblem f�ur Kernreak-
toren. Diese Systeme besitzen optimale L�osungen komplizierter Struktur.

Der Suchraum bestand aus Sequenzen des Alphabets mit � Buchstaben
und folgende Fitne�funktion angewandt:

1. Jeder Buchstabe der Sequenz der mit seinem Nachfolger alphabetisch
ist wird mit 1 bewertet.

2. Jeder Buchstabe der Sequenz der gleich seinem p ten Nachfolger ist
wird mit b bewertet.

Bei � 6= p liegt eine frustrierte Bewertung vor.

Zur Simulation des Evolutionsprozesses wurde eine Darwinstrategie mit
Punktmutation und Turnierselektion betrachtet und in C implementiert (s.
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2.5). Trotz der Einfachheit des Problems besitzen die optimierten Sequen-
zen eine auf langen Skalen nichtverschwindende Transinformation und sind
damit von komplexer Struktur. Dies lie� es sinnvoll erscheinen, an diesem
Modell die Fragen der Repr�asentation und Klassi�kation eingehender zu un-
tersuchen.

2.2 Die Genotyp-Ph�anotyp Abbildung als gl�at-

tende Repr�asentation

(H. Ros�e)

Es ist eine Tatsache, da� der Erfolg oder Mi�erfolg der Optimierung eines
Problems von seiner Repr�asentation abh�angt. Diese wird von der Kodie-
rung des Problems und der Wahl der Mutationsoperatoren des evolution�aren
Algorithmus bestimmt. Bei geeigneter Wahl der Repr�asentation kann ein
vordem h�ochst kompliziertes Problem einfach und leicht optimierbar werden
[AER96]. Allerdings stellt sich uns bei einem konkreten Problem sogleich
auch die Frage: Was hei�t geeignete Wahl? Beantwortbar und praxisrelevant
wird diese Frage nur dann, wenn wir verstehen warum die Repr�asentation
im Stande ist das Problem zu vereinfachen.

Nun scheint die Beantwortung dieser Fragen recht aussichtslos bei der
Vielzahl von m�oglichen Problemen und Optimierungsalgorithmen, wenn wir
nicht schon ein Beispiel einer Optimierungsstrategie bes�a�en, die Antworten
auf diese Fragen bereits fand: die biologische Evolution. Betrachten wir also
dieses erfolgreiche Vorbild genauer.

Zuerst stellen wir fest, da� die biologische Evolution niemals die elemen-
taren Objekte der Repr�asentation - die Genotypen - bewertet, sondern da�
immer erst den Ph�anotypen - den Eigenschaften der Individuen - eine Fitne�
im Selektionsproze� zugeordnet wird. Ein Individuum entsteht durch die
Expression seiner DNA und besitzt dann Eigenschaften, die sein �Uberleben
sichern. Es �ndet eine Abbildung der Gensequenz in den Raum der Eigen-
schaften statt.

Wenn wir diesen Proze� etwas abstrahieren k�onnen wir sagen: Der Geno-
typ s als Element eines diskreten Sequenzraumes G wird auf einen Ph�anotyp
� als Element eines kontinuierlich Eigenschaftsraumes Q abgebildet. Die Ab-
bildung � : s 2 G! � 2 Q bezeichnen wir als Genotyp-Ph�anotyp Abbildung.
Die Fitne�funktion ist ein Ausdruck der �Uberlebensf�ahigkeit des im Selekti-
onsproze� stehenden Individuums; sie wei�t seinemPh�anotyp eine reelwertige
Qualit�at zu F : Q! IR. Der Ph�anotyp � wird jedoch, durch Umkodierung
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G Q

Φ F

R
Abbildung 2.1: Genotyp-Ph�anotyp Abbildung

mittels �, aus dem Genotyp s erzeugt. Also existiert eine Bewertungsfunk-
tion V (s) = F (�(s)), die auch dem Genotyp einen Fitne�wert zuordnet (s.
Abb. 2.1). Das Optimierungsproblem kann also entweder durch die Valuati-
onslandschaft V (s) �uber dem Genotypraum oder durch die Fitne�landschaft
F (�) �uber dem Ph�anotypraum repr�asentiert werden. Die Genotyp-Ph�anotyp
Abbildung beschreibt den �Ubergang zwischen beiden Repr�asentationen, die
in Bezug auf die Optimierung mehr oder weniger geeignet sein k�onnen.

Was bedeutet nun aber \geeignet"? Es ist wohl bekannt, da� eine erfolg-
reiche Optimierung das Prinzip der starken Kausalit�at erf�ullen mu�: klei-
ne �Anderungen der L�osungen m�ussen kleine �Anderungen der Fitne� bewir-
ken (Rechenberg]), d.h., da� die Fitne�landschaft einen hohen Grad an
Stetigkeit besitzen mu�. Wenn also die Genotyp-Ph�anotyp Abbildung so
gew�ahlt werden kann, da� sich beim �Ubergang von V (s) zu F (�) der Grad
an Stetigkeit erh�oht, so erhalten wir aus der urspr�unglichen genotypischen
Repr�asentation eine geeignetere ph�anotypische Repr�asentation des Problems.
Abb. 2.2 verdeutlicht dieses Resultat: Die Valuationslandschaft V (s) der Ge-

V

s

Φ

φ

F

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 {0}

{1,7,9}

{4}

{6}
{2}

{3}

{5,8}{5,8}
{4}
{3}
{6}
{2}

{0}
{1,7,9}

Abbildung 2.2: Gl�attende Wirkung der Genotyp-Ph�anotyp Abbil-
dung

notypen s besitzt lokale Maxima und gro�e Spr�unge. Ganzen Klassen von
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Genotypen ist der selbe Fitne�wert zu geordnet (z.B. f1; 7; 9g, f5; 8g). Zur
Probleml�osung ist es ausreichend nur einen Vertreter der Klasse zu �nden.
W�ahlen wir als Ph�anotypen genau diese �Aquivalenzklassen von Genotypen
gleicher Fitne� und ordnen wir diese so an, da� sich die Fitne� nur mini-
mal �andert (z.B. �0 = f0g, �1 = f1; 7; 9g:::�6 = f5; 8g), so besitzt die neue
Repr�asentation F (�) nicht nur den Vorteil eines kleineren Suchraumes (10
Genotypen ! 7 Ph�anotypen), sondern auch einen h�oheren Grad an Stetig-
keit. Wir konnten im Ergebnis des Projektes zeigen, da� eine solche gl�attende
Genotyp-Ph�anotyp Abbildung existiert ([AER96], Theorem 1).

Nat�urlich ist die genaue Kenntnis einer solchen Abbildung umfassender
als die L�osung des Optimierungsproblems und so kaum angebbar. Die An-
wendbarkeit des erzielten Resultates liegt vielmehr in der Ausnutzung des
Prinzips der �Aquivalenzklassenbildung zur sukzessivenKonstruktion g�unstigerer
Repr�asentationen. �Aquivalenzklassen korrespondieren zu dem Symmetrie-
eigenschaften des Problems. Die Ausnutzung dieser Beziehung bildet ein
allgemeines Verfahren der Einbeziehung von problemspezi�schen Wissen.

Dies sei an zwei konkreten Beispielen - demProblem derEngel-Sequenzen
(s. 2.1) und dem Beladeplanproblem (s. 5.1) - erl�autert.

BeimEngel-Problem mit vier Buchstaben (a,b,c,d) k�onnen wir schritt-
weise folgende Repr�asentationen konstruieren:

� Klasse zyklisch austauschbarer Buchstaben
Symmetrie: Fitne� gleich bei zyklischem Austausch: a ! b, ... , d ! a
Kodierung: fa, b, c, dg ! f@, #, $, *g

Sequenz S ! Schema s

si =

8>>><
>>>:

@ : alphabetisch

# : periodisch

$ : beides

� : keines

F (si) =

8>>><
>>>:

1
b

1 + b

0

Beispiel:
S = bcdadaa
s = @@@*$#@

� Klasse permutierbarer Schemata
Symmetrie: Fitne� unabh�angig von Anordnung der f@, #, $, *g

Kodierung: @@@*$#@ ! (n1; n2; n3; n4) = (1; 1; 4; 1): Anzahl der ($, #,

@, *)

Schema ! Schemavektor
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Abbildung 2.3: Valuationslandschaft der Sequenzen und Fitne�-
landschaft der Ph�anotypen

F Schema $ # @ *

6.0 @@@@@*@ 0 0 6 1
bcdabca

5.2 *$$@@*@ 2 0 3 2
babcdaa

@@@*$#@ 1 1 4 1
bcdadaa

� Klasse der Fitne�niveaus
Symmetrie: Fitne� nur abh�angig von den Summen � = n1+n3, � = n1+n2

Kodierung: (1; 1; 4; 1) ! (�; �) = (5; 2): Anzahl der (alphabetischen, peri-

odischen) Buchstaben

Schemavektor ! Ph�anotyp

Mit jeder neuen Klasse reduziert sich die Gr�o�e des Suchraumes. Der �Ubergang
von Sequenzen der L�ange 7 zu den Ph�anotypen (�; �) verkleinert die Gr�o�e
um das Tausendfache. Die gl�attende Wirkung dieses Prozesses ist in Abb. 2.3
dargestellt.

Nicht nur die Wahl einer geeigneten Repr�asentation auch die Verwendung
e�ektiver Mutationsoperatoren beein
ussen die E�zienz des evolution�aren
Algorithmus. Ein Mutationsoperator der so konstruiert ist, da� er nur Geno-
typen in einander �uberf�uhrt die benachbarten Ph�anotypen angeh�oren, Fit-
ne�werterealisiert den Gl�attungsproze�, ohne das die Genotyp-Ph�anotyp Ab-
bildung explizit bekannt sein mu�. Insofern sind die Konstruktion der Genotyp-
Ph�anotyp Abbildung und die eines solchen Operators nur verschiedene Sicht-
weisen des selben Prinzips. Im Hinblick auf die Anwendbarkeit jedoch ist das
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Einbeziehen des problemspezi�schen Wissens in den Mutationsoperator vor-
teilhaft.

Im Falle des Beladeplanproblems eines Kernkraftwerkes (s. 5.1) sollten
die optimalen L�osungen eine symmetrische Geometrie aufweisen, da der Ab-
brandproze� sich di�usiv ausbreitet. Diese Symmetrie kann in einem Ope-
rator Ber�ucksichtigung �nden, der symmetrische Beladungen wieder in sym-
metrische �uberf�uhrt. Das ist �aquivalent zur Wahl von Ph�anotypen, die als
Klassen symmetrischer Beladungen gew�ahlt werden. Ein solcher symmetri-
scher Operator wurde im Projekt konstruiert und es konnte gezeigt werden
(s. 5.1), da� die Klasse der symmetrischen Beladungen bessere besitzt als
die der asymmetrischen.

2.3 Klassi�kation von Optimierungsproblemen

(H. Ros�e)

Ein entscheidender Schritt zur L�osung eines Problems ist die richtige Ein-
sch�atzung seiner Schwierigkeit. Sie bestimmt Wahl und Einsatz der Mittel.
Wodurch jedoch wird die Schwierigkeit eines Optimierungsproblems charak-
terisiert? K�onnen wir Klassen von �ahnlich schweren Problem angeben und
f�ur jede eine optimale L�osungsstrategie etablieren? Die Wichtigkeit der Be-
antwortung dieser Fragen liegt auf der Hand: Sollte eine Klassi�kation der
Probleme gelingen, k�onnten wenige optimale L�osungsstrategien konstruiert
werden, die das heutige m�uhsame Probieren in zielgerichtete Anwendung
�uberf�uhren k�onnten. Aus diesen praktischen, aber auch theoretisch notwen-
digen Erw�agungen wurde im Projekt die Frage der Problemklassi�kation be-
arbeitet.

2.3.1 Die Zustandsdichte

Ein Optimierungsproblem ist durch seine Fitne�funktion de�niert. Diese
kann man sich als Landschaft �uber dem Suchraum aller m�oglichen L�osungen
oder Zust�ande vorstellen. Optimierung bedeutet nun das Au�nden der
h�ochsten Berge dieser Landschaft. Das genaue Aussehen der Fitne�land-
schaft eines konkreten Problems ist oft nicht bekannt und auch nicht von
sonderlich gro�er theoretischer oder praktischer Bedeutung, da nicht die De-
tails, sondern die prinzipielle Struktur der Landschaft die Schwierigkeitsklas-
se eines Problems festlegt. Relevante Suchr�aume besitzen meist eine astro-
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nomische Gr�o�e1. All dies macht die angestrebte Klassi�kation zu keinem
leichten Problem.

Fragen wir also zun�achst nur das Einfachste: Wieviele L�osungen existie-
ren zu einem bestimmten Fitne�wert, insbesondere zum optimalen Wert?

Diese Frage wird von einer Funktion beantwortet, die in der statisti-
schen Physik wohl bekannt ist: die Zustandsdichte. Sie gibt die Anzahl
der Zust�ande (L�osungen) n(F ) in einem kleinen Fitne�intervall [F;F +�F ]
an oder anders gesagt die Wahrscheinlichkeit einen bestimmten Fitne�wert
zuf�allig zu �nden. Au�erdem ist sie invariant gegen�uber der speziellen Dar-
stellung des Problems, sie wird allein von der inneren Struktur der Landschaft
bestimmt. Eben dies fordern wir aber von einem Klassi�kationsma�: es mu�
allein von der Struktur des Problems abh�angen. Die Zustandsdichte wurde
im Rahmen des Projektes als ein erstes Klassi�kationsma� f�ur Optimierungs-
problem de�niert und an verschiedenen Beispielen untersucht [REA96].

Um einen analytischen Ausdruck f�ur die Zustandsdichte zu bekommen,
betrachten wir die nach oben und unten begrenzte Fitne�funktion Fmin <
F (s) < Fmax �uber dem Suchraum B im Intervall [F ��F;F + �F ]. Dann
erhalten wir f�ur die Zustandsdichte n(F )

n(F ) = lim
�F!0

vol(F�1([F ��F;F +�F ]))

vol([F ��F;F +�F ])
=

d

dy
vol(F�1([Fmin; y])) :

(2.1)
Als ein Beispiel betrachten wir die Fitne�funktion F : IRn ! IR �uber dem
n-dimensionalen Raum IRn mit F (x1; : : : ; xn) = x21+ : : :+x

2
n. Die Zustands-

dichte ist einfach durch

n(y) =
d

dy
vol(F�1([0; y])) =

n�n=2

�(n2 + 1)
yn=2�1 (2.2)

gegeben. Bild 2.4 zeigt den Verlauf dieser Funktion f�ur die verschiedenen
Dimensionen 5, 10 und 20 (die volle Linie ist die Dimension 5, die gestri-
chelten Linien sind die Dimensionen 10 bzw. 20). Die Schwierigkeit bei der
Berechnung besteht in der Untersuchung der Menge vol(F�1([0; y])). Diese
Menge besitzt die Struktur einer Mannigfaltigkeit, die schon in den einfach-
sten F�allen recht kompliziert ist.

Die meisten praktischen Probleme sind aber diskreter Natur, d.h. der
Suchraum B besitzt eine diskrete Struktur. Bevor wir auf die Simulati-
on der Zustandsdichten in solchen R�aumen eingehen, wollen wir noch kurz
die Unterschiede und die Gemeinsamkeiten zwischen dem kontinuierlichen

1So besitzt das Problem der Netzwerkoptimierung von 39 Punkten ca. 10200 m�ogliche
L�osungen, w�ahrend die gesch�atzte Zahl von Elementarteilchen im Kosmos nur 1080 be-
tr�agt.



2.3. KLASSIFIKATION VON OPTIMIERUNGSPROBLEMEN 23

x-Achse

Dichte

0

1

2

3

4

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x

Abbildung 2.4: Zustandsdichte f�ur Parabel in Abh�angigkeit von der Dimen-
sion

und diskreten Fall anhand von einfachen Beispielen au��uhren. Das erste
Beispiel ist durch die Fitne�funktion F : ZZn ! ZZ mit demselben quadra-
tischen Ausdruck wie oben gegeben. Dann besteht das Problem darin, alle
L�osungen von F (m1; : : : ;mn) = k mit k;m1; : : : ;mn 2 ZZ zu �nden. Dies
ist ein bekanntes Problem der Zahlentheorie. Entsprechend einem Satz von
Siegel (siehe [HM73] Ch II, Th. 9.3) l�a�t sich f�ur gro�e n die Zustands-
dichte auf den Fall (2.2) mit k anstatt y reduzieren. Als zweites Beispiel
betrachten wir die Adjazenzmatrix A eines gerichteten Graphen. Wir ge-
ben jeder Verbindung Aij zwischen i und j einen Wert durch die Beziehung
(Aiji � j) = F (1; : : : ; n) = G, wobei n die Anzahl der Verbindungen ist. Wei-
terhin seien zwei Matrizen �aquivalent, wenn sie auf denselben Graph f�uhren.
Die gewichtete Zustandsdichte n(G) in Bezug auf die �Aquivalenzrelation ist
gegeben durch den Ausdruck von Siegel ([HM73], Ch. II, Th. 9.7)

n(G) � 0:705(
x

2�e
p
e
)x

2=4(
8�e

x
)x=4= 24

p
x

mit x als die Anzahl der Verbindungen.

Neben diesen konstruierten Beispielen, wurde f�ur das Problem der Engel
Sequenzen (siehe 2.1) die Zustandsdichte theoretisch und durch Simulationen
bestimmt, wobei sich beide Ergebnisse decken. Der Wert des theoretischen
Resultates besteht darin, die Beziehung zwischen Fitne�funktion und Zu-
standsdichte aufzudecken. Dazu betrachten wir das AlphabetfA, B, C, Dg
mit 4 Buchstaben. Der Raum der Sequenzen wird mit G bezeichnet und die
Abbildung V : G ! IR bewertet jede Sequenz s 2 G nach den folgenden
Regeln:
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1. Falls ein Buchstabe mit dem folgenden in alphabetischer Ordnung steht,
dann setzen wir V = V + 1.

2. Falls ein Buchstabe gleich seinem p-ten Nachfolger (p = 5 ab jetzt) ist,
dann gilt V = V + b mit b < 1.

Bezeichnet Si den i-ten Buchstaben der Sequenz s 2 G dann gilt f�ur die
Bewertungsfunktion V

V (s) =
LX
i=1

[�(Si) + b�(Si)] (2.3)

wobei �(Si) = 1 oder �(Si) = 1 bei Einhaltung der Regel 1 bzw. 2 gilt. An-
dererseits setzen wir einfach �(Si) = �(Si) = 0. Der entscheidende Gedanke,
der die Berechnung der Zustandsdichte erst m�oglich macht, besteht darin,
da� alle �Anderungen der Fitne� (Mutationen) eine Gruppe bilden, die mit
G bezeichnet wird. Einzelheiten kann man im Projekt entstandenen Artikel
[AER96] nachlesen. Die Zustandsdichte n(V (s)) ist dabei de�niert durch

n(V (s)) =
X

s0=gs; g2 �G

�(V (s0)� V (s)) ; (2.4)

wobei � die Kroneckerfunktion ist und �G diejenigen Gruppenelemente kenn-
zeichnet, die alle Sequenzen durch Mutationen aus s 2 G erzeugen. Die
Ableitung l�a�t sich formal durch

@V

@g
(s) =

1

�
(V (s0)� V (s)); � =

1

L
(2.5)

mit L als Sequenzl�ange einf�uhren. Es sei bemerkt, da� man mit diesen
Ableitungen genauso rechnen kann, wie mit den gew�ohnlichen Ableitungen.
Die Idee f�ur die weitere Rechnung besteht darin, da� man die Ableitung

dn

dV
=
X
g2G

@g

@V

@n

@g
: (2.6)

bestimmt. Dabei spielt die Ableitung @g=@V eine gro�e Rolle. Diese Ablei-
tung beschreibt die Anzahl der Fitne��anderungen in Abh�angigkeit von der
Fitne� V . Eine einfache Argumentation mit Hilfe der Mutationsgruppe G
zeigt, da�

@g

@V
(V ) = A(V0 � V ) (2.7)

f�ur geeignete Konstanten V0; A gelten mu�. Damit erh�alt man die Di�eren-
tialgleichung f�ur die Zustandsdichte

dn

dV
= �A(V � V0)n (2.8)
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mit der L�osung f�ur gro�e Sequenzl�angen L

n(V ) = n(0) exp(�A(V 2 � V0V )) (2.9)

= n(0) exp(AV 2
0 =4) exp(�A(V � V0=2)

2) : (2.10)

Die noch o�enen Konstanten lassen sich durch diese qualitative Rechnung
nicht bestimmen, da sie in Abh�angigkeit von der Sequenzl�ange stark variie-
ren k�onnen. F�ur die Rechnung wurde nur benutzt, da� die Fitne�funktion
(2.3) additiv ist und das die Mutationen bis zu einem Wert V0 unabh�angig
sind. Jede solche Fitne�funktion mu� eine solche Gau�verteilung als Zu-
standsdichte haben.

Welche anwendbaren Aussagen kann man auf der Basis der Zustandsdich-
te tre�en?

� Sie gibt die Wahrscheinlichkeit an, eine L�osung bestimmter Qualit�at
durch zuf�allige Suche zu �nden. Nun realisieren evolution�are Algorith-
men keine blinde zuf�allige Suche, sondern eine Erzeugung von M�oglichkeiten
bei anschlie�ender Bewertung und besuchen damit nicht alle Bereiche
des Suchraumes, sondern nur die momentan am erfolgversprechendsten.
Insofern ist die Zustandsdichte nicht identisch mit der Wahrscheinlich-
keit, da� ein evolution�arer Algorithmus einen gewissen Fitne�wert er-
reicht. Andererseits kann auch der beste Algorithmus nur das �nden,
was mit einer hinreichenden Wahrscheinlichkeit existiert. Im Ergebnis
kann man also sagen:
Die Zustandsdichte limitiert die Wahrscheinlichkeit eine gute L�osung
zu �nden nach unten hin. Gerade ihr Verhalten im Abschnitt gro�er
Fitne�werte ist f�ur die Beurteilung des Schwierigkeitsgrades entschei-
dend.

� F�ur alle relevanten Probleme wird die Zustandsdichte mit steigender
Fitne� monoton fallen { die Anzahl immer besserer L�osungen sinkt
stetig. Ihre Ableitung n0(H) in diesem Bereich bestimmt die Geschwin-
digkeit mit der sich die Chance verringert, eine noch bessere L�osung
als bisher zu �nden. Diese Tatsache ist von hoher praktischer Rele-
vanz: Kenne ich die Zustandsdichte des Problems ist es mir m�oglich,
eine Aufwands- und Nutzenabsch�atzung aufzustellen. Niemand wird
weiterhin sein Rechenzeitkonto belasten wenn er absch�atzen kann, da�
die Zahl der z.B. um ein Promille besseren L�osungen um das Zehn-
tausendfache keiner ist, als die Zahl der L�osungen, die die gegenw�artig
erreichte Qualit�at bereits realisieren.
Der Grad der Ableitung der Zustandsdichte ist ein direktes Ma� der
Schwierigkeit des Optimierungsproblems. Je h�oher der Grad ihres Ab-
falls desto schwieriger ist das Problem.
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� Nimmtdie Zustandsdichte mit steigender Fitne� immerweiter ab, so er-
reicht sie f�ur das Optimum den Wert Null. Damit ist eine Absch�atzung
der maximal erreichbarenQualit�at eines Optimierungsproblemsm�oglich.
Nat�urlich ist ihre Bestimmung genau in diesem Bereich stark approxi-
mativ, denn eine genaue Bestimmung w�urde ja die Kenntnis der Op-
tima implizieren. Dieses Faktum ist jedoch nur f�ur die theoretische
Betrachtung problematisch. Relevante praktische Probleme fallen in
die Klasse hoher Schwierigkeit. Das Absinken der Zustandsdichte ist
bei ihnen besonders stark. Das bedeutet aber, da� die Zustandsdichte
in einen sehr schmalen Fitne�interval schlagartig Null wird. Die Lage
dieses Intervalls kann als Absch�atzung der maximal erreichbaren Fit-
ne� angesehen werden.
Die Zustandsdichte schwerer Probleme erm�oglicht eine Einsch�atzung
und Erfolgswertung der bis dahin der erzielten Ergebnisse des Opti-
mierungalgorithmus.

Mit diesen Eigenschaften erweist sich das entwickelte Konzept der Zu-
standsdichte als wichtiges Ergebnis im Verst�andnis von Optimierungsproble-
men. Dies w�urde jedoch wenig nutzen, wenn wir keine M�oglichkeit haben
die Zustandsdichte im konkreten Fall zu bestimmen. Unter Ausnutzung der
Kenntnis der im Projekt untersuchten Boltzmannstrategie (s. 3.1) wurde
eine Methode zur approximativen Bestimmung der Zustandsdichte f�ur belie-
bige Probleme entwickelt und an Beispielen getestet [REA96].

Die o�ensichtlichste und damit auch wenig realistische Methode der Bestim-
mung ist das komplette Durchz�ahlen des Suchraumes. Wie aussichtslos dieses
Unterfangen ist wird deutlich wenn man versucht, die Zustandsdichte des er-
sten Beispiels (Netzwerkoptimierung, 39 Knoten) so zu bestimmen: Selbst
wenn uns ein Parallelrechner zu Verf�ugung st�ande, bestehend aus s�amtlichen
Teilchen des Universums und jedes bes�a�e eine Rechenleistung von eintau-
send GigaFlop, dann w�urde die komplette Suche 1090 mal l�anger dauern als
die Zeitspanne, die dem Alter des heutige Universum zugeschrieben wird.

Auch eine zuf�allige gleichverteilte Suche st�o�t an die Grenze der unvor-
stellbaren Gr�o�e des Suchraumes, da sie sich �uber den ganzen Suchraum
verstreut.

Eine evolution�are Dynamik besucht hingegen nur sehr kleine Teile des
gesamten Raumes, sie konzentriert die Suche auf Bereiche die zur steten Ver-
besserung der Fitne� f�uhren, alle anderen werden nicht betrachtet. Wenn
man nun das Bewegungsgesetz dieser Dynamik kennt und aus ihm die letzt-
endlich angestrebte station�are Wahrscheinlichkeitsverteilung der Fitne�werte
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P (F ) einer Population von Suchern berechnen kann, so aus ihr die Bestim-
mung der Zustandsdichte m�oglich. Im Falle der Boltzmannstrategie kennt
man die station�are Verteilung { es ist die Boltzmannverteilung der statisti-
schen Physik

P (F ) � n(F ) e�F=T ;

und damit wird die Zustandsdichte bis auf Normierung durch P (F ) festgelegt

n(F ) � P (F ) eF=T :

Zur approximativen Bestimmung von P (F ) simulieren wir ein Ensemble
von Boltzmannsuchern, dessen zeitabh�angige Wahrscheinlichkeitsverteilung
f�ur lange Zeiten gegen die P (F ) konvergiert. Der folgende einfache Algorith-
mus realisiert das beschriebene Verfahren:

x; y Zustnde
F Fitness
" Niveau F"

P ["] Verteilung
W ["] Gewicht des Niveaus F"

Initialisierung einer Population von Suchern fx1 : : : xsg
FOR t TO K

FOR ALL fx1 : : : xsg
x = �y; 4F = F (x)� F (y); z = RANDOM(0; 1)
IF 4 > 0 OR z < e��4F ACCEPT Mutation

ELSE UNDO Mutation

FOR ALL fx1 : : : xsg
IF F (xi) 2 F" : P ["] + 1

W ["] = P ["]e�F", n" = W ["]=
P

"W ["]

Zu unterstreichen ist, da� diese Methode es nicht nur gestattet, die Zustands-
dichte approximativ f�ur beliebige Probleme zu bestimmen, sondern gleichzei-
tig die Optimierung vollzieht. Der Algorithmus wurde als Unterroutine in die
im Projekt erstellte Programmbibliothek ArtEvo (s. 2.5) zur Optimierung
diskreter Probleme implementiert.

F�ur die Probleme der Netzwerkoptimierung (s. 4.3), derEngel-Sequenzen
(s. 2.1) und das Problem der Konstruktion minimal korrelierter Sequen-
zen (LABS, s. 4.2 und 2.3.4) wurden die Zustandsdichten bestimmt. Die
Netzwerk- und die LABS-Optimierung sind Minimierungsprobleme, die Fit-
ne� der Engel-Sequenzen ist zu maximieren.

Abb. 2.5, 2.6, 2.7 stellen die erhaltenen Dichten semi-logarithmisch dar.
Der Exponent S(F ) der Zustandsdichte n(F ) = e�S zeigt im Bereich optima-
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Abbildung 2.5: Zustandsdichte der Netzwerke, 39 Knoten.

ler Fitne�werte f�ur die Netzwerke einen linearen, f�ur die Engel-Sequenzen
einen quadratischen und f�ur das LABS-Problem einen h�oherpolynominalen
Verlauf.

Damit erhalten wir folgendes Resultat: Die Zustandsdichte ist ein Klassi-
�kationsma� der Problemschwierigkeit. Die betrachteten Probleme fallen in
drei Klassen steigender Schwierigkeit, die durch den linearen, quadratischen
und polynominalen Verlauf des Exponenten der Zustandsdichte beschrieben
sind.

2.3.2 Das LABS Problem I

(O. Rudzik)

Die im vorigen Abschnitt 2.3.1 beschriebene Methode zur Bestimmung der
Zustandsdichte wurde auch auf das LABS (Least Autocorrelated Sequence)
Problem angewandt. Da dieses Problem ein in diesem Bericht immer wie-
derkehrendes Modell ist, soll es hier kurz beschrieben werden.

Die Suche nach Sequenzenmit kleiner Autokorrelationen (LABS), also m�oglichst
chaotischen Sequenzen, ist ein Problem, das in verschiedenen Bereichen der
Nachrichtentechnik auftritt. Anwendungen f�ur LABS gibt es z. B. in der
Signalverarbeitung, oder in der Radar und Sonartechik, wo Sequenzen mit
stark abfallenden Autokorrelationsfunktionen als Modulationspulse verwen-
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Abbildung 2.6: Zustandsdichte der Engel-Sequenzen der L�ange
L = 100.

det werden: Um eine hohe Entfernungsau
�osung zu erreichen, m�ussen die
Modulationspulse ein m�oglichst breites Frequenzspektrum umfassen, was ge-
nau dann der Fall ist, wenn die Autokorrelationsfunktion stark abf�allt. Um
auch schwache Ziele erkennen zu k�onnen, m�ussen die Pulse au�erdem eine
hohe Energie besitzen. Diese Anforderungen werden am besten von einzelnen
kurzen Pulsen erf�ullt. F�ur den Fall, da� die Energie f�ur die Einzelimpulse
begrenzt ist, kann man als Modulationsimpuls Sequenzen mit stark abfallen-
den Autokorrelationsimpulsen verwenden. Auf diese Weise ist es m�oglich, die
Energie der Modulationspulse zu erh�ohen, ohne die Entfernungsau
�osung zu
beeintr�achtigen.[Ber87]

F�ur die Zustandsdichte des LABS Problems existieren theoretische Absch�atzungen
von Golay, die auf bestimmten Annahmen (Unabbh�angigkeit der Rk) beru-
hen. Mit der in Abschnitt 2.3.1 beschriebenen Methode wurde die Zustands-
dichte f�ur LABS der L�ange 16, 20 und 100 bestimmt, und mit den theore-
tischen Absch�atzungen sowie, soweit m�oglich, den exakten, durch Abz�ahlen
erhaltenen, Daten verglichen.

Die erhaltene Graphen entsprechen qualitativ Abb. 2.7. Es stellt sich eine
gute �Ubereinstimmung der exakten, theoretisch abgesch�atzten, und der mit
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Abbildung 2.7: Zustandsdichte des LABS-Problems, L�ange L =
100.

unserer Methode erhaltenen Werte heraus. Dies ist besonders interessant
f�ur gro�e Sequenzl�angen, f�ur die keine exakten Werte bekannt sind. Es be-
deutet n�amlich, da� auch f�ur diese Werte die der theoretischen Absch�atzung
zugrundeliegenden Annahmen g�ultig sind.

2.3.3 Die Zustandsdichte von Multi-Layer-Perceptronen

Ein Multi{Layer Perceptron (MLP) [HKP91] stellt ein gerichtetes neuronales
Netzwerk dar. Seine Neuronen sind in Schichten andeordnet. Daten werden
durch eine Eingabeschicht in das Netzwerk eingegeben und durch eine oder
mehrere verborgene Schichten geleitet. An der Ausgabeschicht k�onnen die
Daten abgegri�en werden.

Ein vollvermaschtes MLP mit einem linearen Ausgabeneuron, L verbor-
genen (tangens{hyperbolicus{) Neuronen und M linearen Eingabeneuronen
realisiert die Funktion

y =
LX
i=1

wi tanh(
MX
j=1

wijxj + wi0) + w0 : (2.11)

Die Variablen ~w repr�asentieren die Gewichte des Netzes. Die Schwellwerte
w0 der Neuronen k�onnen als externe Neuronen mit festen Eingaben (= �1)
implementiertwerden. Das MLP stellt somit einen nichtlinearen funktionalen
Zusammenhang zwischen Eingabevektoren ~x 2 <M und Ausgaben y 2 < her.
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Es kann daher zur Approximation funktionaler Zusammenh�ange eingesetzt
werden.

MLPs haben als einfache Modelle f�ur komplexe lernende Systeme als auch
als e�ziente Werkzeuge zur Approximation Eingang in die Physik und in die
Technik gefunden.

Der Einsatz von MLPs gliedert sich in zwei Phasen, die Lern{ und die Gene-
ralisierungsphase. In der ersten Phase werden die Gewichte ~w des Netzes mit
Hilfe eines Datensatzes DL gelernt. Der Datensatz setzt sich zusammen aus
n Beispielpaaren f�ur den Zusammenhang zwischen Eingabevektoren ~x und
Zielwerten t

DL := f(~x1; t1); : : : ; (~xn; tn)g : (2.12)

Das Ziel des Lernens ist die korrekte Abbildung jedes Paares aus Gl. (2)
entsprechend Gl. (1). Der Lernvorgang entspricht der Minimierung des mitt-
leren quadratischen Fehlers im Raum der Gewichte

~w = arg min
~w

1

n

nX
i=1

(yi � ti)
2 : (2.13)

Die Adaptation der Gewichte kann �uber einen einfachen Gradientenab-
stieg er
ogen. Nach Adaptation der Gewichte stellt das Netz eine nichli-
neare Approximationsfunktion y = f(~x; ~w) f�ur den wahren Zusammenhang
y0 = f(~x0) dar.

Nach dem Lernvorgang ist Wissen �uber die Struktur der Daten in den Ge-
wichten des Netzes repr�asentiert. Aus diesem Grund kann das Netzwerk
Aussagen v zu nicht gelernten Eingaben tre�en. Dieser Vorgang wird Ver-
allgemeinerung genannt. Wird ein Teil der Daten dem Lernen vorenthal-
ten, k�onnen empirische Aussagen zur Verallgemeinerungsf�ahigkeit gemacht
werden. Nachdem das Netz gelernt wurde, werden diese Daten zum testen
der Verallgemeinerungsf�ahigkeit genutzt. Diese Aufspaltung der gesamten
Datenmenge f�uhrt zu den TeilmengenDL (Lernmenge) und DV (Verllgemei-
nerungsmenge). Der Verallgemeinerungsfehler EV auf der Menge DV wird
berechnet �uber

EV =
1

m

mX
j=1

(vj � tj)
2 : (2.14)

Kann nur ein kleines und verauschtes Sample der Funktion y0 zum Lernen
genutzt werden, so zeigt sich f�ur die G�ute des Verallgemeinerungsfehlers eine
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starke Abh�angigkeit vom Verkn�upfungsmuster der Gewichte (Netzarchitek-
tur), von der Gr�ossse der Lernmenge, sowie von der Anzahl der Lernschrit-
te. Dieses Ph�anomen wird Overlearning genannt. Wird der Lernvorgang
als parametrische Regression aufgefasst, entspricht das Overlearning einer
�Uberanpassung der Gewichte (Freiheitsgrade des Netzes) an die Lernmenge.
Das Overlearning kann durch eine Optimierung der Netzarchitektur vermie-
den werden. Ziel dieser Optimierung ist die Ausd�unnung der Gewichte das
Netzes bis zu einem Grad, bei dem einerseits gen�ugend Gewichte f�ur die
Approximation zur Verf�ugung stehen und andererseits die �Uberanpassung
vermieden wird. Als Methoden f�ur die Architekturoptimierung haben sich
das Pruning [SHJ93] oder die Optimierung mittels evolution�arer Algorith-
men [HSG90] bew�art. Gemeinsames Merkmal aller Methoden ist die Suche
im Raum der Architekturen mit dem Ziel der Minimierung des Verallgemei-
nerungsfehlers.

Ziel des Projektes war eine Analyse der Zustandsdichte von MLP{Architekturen
[REA96]. Sie erlaubt Einblick in den Schwierigkeitsgrad der Architekturopti-
mierung. Hierzu wurde obiges Lernverfahren implementiert und an Routinen
zur Anayse der Zustandsdichte angebunden (C-Code).

Die Architektur der Netze wird in Form von bin�aren Vektoren ~x 2 f0; 1gK
kodiert. Die ZahlK entspricht der Anzahl von Gewichten. Jeder Komponen-
te von ~x entspricht eindeutig ein Gewicht des Netzes. Eine 1 in ~x entspricht
einem existenten Gewicht, eine 0 einem nicht existenten Gewicht. Somit
entspricht jedes ~x einer der 2K m�oglichen Architekturen des Netzes.

Zur Analyse der Zustandsdichte wird ein entsprechendes ~x vorgegeben,
das Netz eine feste Schrittzahl gelernt und anschliessend der Lern{ bzw. der
Verallgemeinerungsfehler berechnet. Der sich anschliessende Zustands�ubergang
~x! ~x0 erfolgt in Abh�angigkeit vom Verallgemeinerungsfehler.

Als Datenmenge wurde die Sunspot{Zeitreihe gew�ahlt [SHJ93]. Die Reihe
beschreibt die j�ahrliche mittlere Zahl von Sonnen
ecken f�ur den Zeitraum von
1700{1979. Als Lernmenge DL wird �ublicherweise der Zeitraum von 1700{
1920, als Verallgemeinerungsmengen die Zeitr�aume DV;1 von 1921{1955 und
DV;2 von 1956{1979 verwendet.

Ziel des Lernens ist die korrekte Vorhersage der Sonnen
eckenaktivit�at.
Aus den Werten derM letzten Zeitpunkte der Vergangenheit (entspricht den
M Eingabeneuronen) soll der aktuelle Wert (entspricht einemAusgabeneuro-
nen) auf der Lernmenge gelernt werden. D,h. es wird ein Fenster der Gr�osse
M + 1 �uber die Zeitreihe geschoben, wobei das Netz eine Abbildung der
M letzten Datenpunkte auf den Aktuellen darstellt. Das gelernte Netz soll
den aktuellen Wert auf der Verallgemeinerungsmenge korrekt vorhersagen
k�onnen. Diese Vorgehensweise { auf den Sunspot Daten { hat sich auf dem
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Gebiet der neuronalen Netze als Standard zur Beurteilung von Verfahren zur
Steigerung der Verallgemeinerungsf�ahigkeit durchgesetzt. Im folgenden wird
eine Untermenge von DL zum Lernen und DV;2 zur Auswertung des Verlall-
gemeinerungsfehlers verwendet.

Einf�uhrend sei gesagt, dass f�ur die Berechnung jeder einzelnen Architektur
ein voller Lernzyklus durchlaufen werden muss. Die Messung der Zustands-
dichte erfordert somit grosse 'Rechenzeiten'. Die folgenden Analysen wurden
daher f�ur relativ kleine Netze durchgef�uhrt. Weiterhin wird die Zustands-
dichte nur mit geringer Au
�osung dargestellt.

Zun�achst werden Resulate f�ur Netzwerke mit 3 Eingabeneuronen, 3 ver-
borgenen Neuronen und 1 Ausgabeneuron vorgestellt. Ein vollvermaschtes
Netz besteht aus 16 Gewichten, die Zahl der m�oglichen Architekturen be-
tr�agt somit 216 = 65536. Die Startwerte der Gewichte (d.h. Startwerte
des Lernvorgangs) wurden zuf�allig aber fest (konstante seed f�ur den Zufalls-
zahlengenerator) gew�ahlt. Somit wird der Raum der Architekturen f�ur den
gleichen Satz von Startgewichten untersucht. Die Lernmenge beinhaltet den
Zeitraum von 1700{1760. Die Zahl der Lernschritte betr�agt 5000. Bei dieser
Zahl von Lernschritten kann Overlearning beobachtet werden.

Abbildung 2.8 zeigt die Zustandsdichte. Die Abbildung wird in Richtung
steigender Verallgemeinerungsfehler (links (gute Netze) ! rechts (schlech-
te Netze)) diskutiert. Die Zustandsdichte steigt zun�achst an und f�allt zu
schlechteren Netzen hin ab. Sehr gut verallgemeinernde Netze sind deutlich
schwerer zu �nden als nur gut verallgemeinernde. Von Interesse ist der struk-
turierte Schwanz zu schlechten Netzen hin. Die Struktur ist interpretierbar.
Bei den betrachteten Netzen handelt es sich um gerichtete Netzwerke. Ei-
ne ausreichend gute Abbildung (guter Informations
uss) ist nur m�oglich f�ur
Netze mit hinreichender Dichte (bzgl. der Gewichte). Betrachten wir den Ex-
tremfall des Fehlens aller Gewichte zwischen verborgener und Ausgabeschicht
(das Netz liefert hier EV = 0:82). In diesem Fall k�onnen viele Architekturen
zum gleichen Wert von EV realisiert werden, durch beliebige Verkn�upfungen
von Gewichte zwischen Eingabe{ und verborgener Schicht. Insbesondere bei
Hinzunahme der Schwellwerte (externe Neuronen) k�onnen in dieser Art sehr
viele Zust�ande zu hohen Werten von EV realisiert werden. Von besonderem
Interesse f�ur die Optimierung ist der Umstand, dass die Dichte zu hohen
Werten von EV n�aherungsweise der Dichte f�ur sehr niedrige Werte von EV

entspricht.
Zus�atzlich werden Resultate f�ur Netzwerke mit 8 Eingabeneuronen, 4 ver-

borgenen Neuronen und 1 Ausgabeneuron vorgestellt. Ein vollvermaschtes
Netz besteht aus 41 Gewichten, die Zahl der m�oglichen Architekturen be-
tr�agt somit 241. Die Lernmenge beinhaltet den Zeitraum von 1700{1820. Es
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Abbildung 2.8:

werden zwei Zahlen von Lernschritten betrachtet, 500 und 5000. Bei der
Zahl von 500 Lernschritten kann noch kein Overlearning beobachtet werden.
Bei der Zahl von 5000 Lernschritten kann bereits Overlearning beobachtet
werden.

Abbildung 2.9 zeigt die Zustandsdichte f�ur den Verallgemeinerungsfeler
bei einer Zahl von 5000 Lernschritten. Die Interpretation der Struktur der
Kurve kann analog zu obiger Interpretation gef�uhrt werden.

Neue Resultate sind bei Betrachtung der Abbildung 2.10 zu erkennen.
Die Abbildung zeigt die Zustandsdichte f�ur den Verallgemeinerungsfeler bei
einer Zahl von 500 Lernschritten. Insbesondere ist der fehlende Abfall f�ur
sehr gute Werte zu erkennen. Die geringe Zahl von Lernschritten erlaubt
grossen Netzen keine �Uberanpassung und kleinen Netzen kein ausreichendes
Lernen. Insgesamt �konnen daher keine Netze mit sehr niedrigem Verallge-
meinerungsfehler (vergleiche dazu Abbildung 2.10) und somit kein Abfall
gefunden werden.
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2.3.4 Eine Methode zum Vergleich von Mutationsope-

ratoren

(C. Kappler, M. Zamparelli)

2.4 Klassi�kation von Optimierungsstrategi-

en

(T. A�elmeyer)

In diesem Abschnitt soll eine Klassi�kation der Fitnessfunktionen in Bezug
auf einen Algorithmus durchgef�uhrt werden. Dabei steht die Frage nach den
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schwierigen Problemen im Mittelpunkt, d.h. in welchen F�allen hat der Al-
gorithmus Schwierigkeiten ein Optimum zu �nden und wann nicht. Eine
anschauliche Vorstellung von solchen Problemen besitzt nat�urlich jeder. So
ist sicherlich ein unimodales Problem schwieriger als ein Doppeltopf mit zwei
lokalen Minima. Erstaunlicherweise wird sich herausstellen, da� die Anzahl
der schwierigen F�alle endlich ist und die sogenannten Thomschen Katastro-
phen umfa�t.

Dazu betrachten wir zuerst die Darwin, Boltzmann und Gemischte Stra-
tegie in einem kontinuierlichen Suchraum Bd der Dimension d. Eine Zusam-
menstellung der entsprechenden Untersuchungen zu diesen 3 Strategien kann
man imKapitel 4 (Entwicklung optimaler Algorithmen) �nden. In einem (im
Projekt entstandenen) Artikel [AE97] wurden sowohl die thermodynamische
Strategie (Boltzmann Strategie) als auch die biologische Strategie (Darwin
Strategie) auf eine einheitliche Grundlage gestellt. Beide Strategien konnten
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nach entsprechenden Transformationen auf die Gleichung

d

dt
P (~x; t) = �HP (~x; t) ; (2.15)

wobei H ein positiv de�niter, selbstadjungierter Operator der Form:

H =
X
i;j

aij
@2

@xi@xj
+ F (~x) (2.16)

und F (~x) die Fitnessfunktion F : B ! IR �uber den RaumB ist, zur�uckgef�uhrt
werden. Als formale L�osung ergibt sich

P (~x; t) = exp(�tH)P (~x; 0) (2.17)

mit exp(�tH) als sogenannten W�armeleitungskern (Heat-Kernel). Anderer-
seits kann man die L�osung von (2.15) �uber die Eigenwerte des Operators H
(siehe Abschnitt 4.1) darstellen, d.h.

H�i(~x) = �i�i(~x) (2.18)

woraus sich die L�osung

P (~x; t) =
X
i

�i(~x) exp(��it) (2.19)

ergibt. Durch die Methoden der Funktionalanalysis kann gezeigt werden, da�
die L�osung stetig von der Fitness F abh�angt. Diese Aussage ist aber nicht f�ur
alle Funktionen F richtig. Deshalb werden uns die qualitative �Anderungen
der L�osungen, die auch als Bifurkationen bezeichnet werden, interessieren.

Entsprechend der Sturm-Liouvilleschen Theorie bilden die Eigenfunktio-
nen �i(~x) einen Hilbertraum, der gleichzeitig der L�osungsraum der Gleichung
(2.15) ist. Leider hat dieser L�osungsraum einen entscheidenden Nachteil: Um
ihn zu bestimmen mu� man das vollst�andige Eigenwertproblem (2.18) l�osen.
F�ur die meisten Probleme ist das aber nicht m�oglich und man mu� sich eine
praktikablere Beschreibung f�ur diesen L�osungsraum einfallen lassen. Wir be-
merken dazu, da� man in der Evolution meist Fitnessfunktionen (Potentiale)
F (~x) betrachtet, die sich in eine Potenzreihe

F (~x) = F ( ~x0) +rF ( ~x0)(~x� ~x0) +
1

2
4F ( ~x0)(~x� ~x0)

2 + : : : (2.20)

entwickeln lassen. Sei weiterhin der Ph�anotypraumB � IRn eine n-dimensionale
kompakte Untermenge des IRn mit @B hom�oomorph zu Sn�1, dann �nden
wir eine Zerlegung von B in o�ene Untermengen Ui, so da� F (~x) ein Polynom
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vom Grad p ist (nat�urlich bis auf einen kleinen Fehler). Die Untermengen Ui
und Uj, die benachbart sind, m�ussen sich �uberlappen, d.h. wir erhalten eine
o�enen �Uberdeckung von B mit Karten Ui. Es ist klar, da� diese Zerlegung
vom Grad des Polynoms abh�angt. F�ur die Konstruktion des L�osungsraumes
w�ahlen wir p = 2, da wir dann eine explizite L�osung f�ur das Eigenwert-
problem (2.18) bzw. f�ur die gesamte Gleichung (2.15) besitzen. Dadurch
bekommen wir �uber jeder Karte Ui einen Hilbertraum L2(Ui). Aufgrund
der �Uberlappung zwischen zwei Karten sind diese Hilbertr�aume nicht un-
abh�angig voneinander. Man kann nun zeigen, da� der L�osungsraum eine
Bl�atterung �uber B mit den Hilbertr�aumen L2(Ui) als Bl�attern ist. Bild 2.11
zeigt eine Beispielsituation. Wir wollen nun die Grundidee f�ur die Klassi�-

j

U

U

i

j

L (U )

L (U )2

2

i

Abbildung 2.11: Bl�atterung �uber B

kation vorstellen. Sei F die oben beschriebene Bl�atterung und fUigi2I die
o�ene �Uberdeckung von B. Wir betrachten 3 Karten Ui, Uj und Uk mit
Ui \ Uj \ Uk 6= ; (siehe Bild 2.12). Auf jeder Karte ist die L�osung des
Problems bekannt, aber die gegenseitige Beziehung zwischen den L�osungen
ist noch nicht klar. Dazu w�ahlt man eine Transformation von einer Karte
zur anderen, die auch als �Ubergangsabbildung bezeichnet wird. Bezeich-
ne Uij den �Uberlapp Ui \ Uj zwischen Ui und Uj. Die Verklebung zweier
Teill�osungen auf den Karten erfolgt durch die Festlegung einer Funktion
gij : Uij ! GL(n; IR) (analog f�ur die anderen Karten�uberg�ange) auf die
Gruppe der linearen Transformationen. Aufgrund der Gruppenstruktur der
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Abbildung 2.12: Darstellung von 3 Karten in B

GL(n; IR) mu� gij = gikgkj gelten. Wir bemerken, da� die Wahl der Gruppe
keine Einschr�ankung darstellt, da wir immer noch die Freiheit haben, auf
den Karten noch beliebige di�erenzierbare Kartentransformationen durch-
zuf�uhren. Wir sprechen von einer trivialen Transformation gij , wenn zwei
Funktionen fi : Ui ! GL(n; IR) und fj : Uj ! GL(n; IR) existieren, so da�
gij = f�1i fj gilt. Dann sind n�amlich die beiden L�osungen auf den Karten
voneinander unabh�angig. Die Menge der nichttrivialen Transformationen gij
wird mit �H1(fUigi2I; GL(n; IR)) bezeichnet und hei�t 1. �Cechsche Koho-
mologie mit Werten in GL(n; IR). Mittels komplizierter algebraischer Me-
thoden (K-Theorie [Ati67], rationale Homotopietheorie [GM81]) kann diese
Menge untersucht werden (siehe z.B. [Fre88] f�ur die Verbindung zu Fredholm-
Operatoren). Entscheidend ist nun die Tatsache, da� wir lokal den Operator
H als quadratische Form darstellen k�onnen, und die L�osungen des Operator
eng mit dieser Darstellung verkn�upft sind. Die stabile Klassi�kation dieser
lokal de�nierten, quadratischen Formen erzeugt eine Einteilung des unterlie-
genden Raumes in 4-dimensionale Teilr�aume. Da jeder Operator durch die
Wahl der Fitnessfunktion gegeben ist, �ubertr�agt sich diese Einteilung auf den
Raum der Fitnessfunktionen. Das bedeutet aber, da� wir eine Aufspaltung
der Fitness in der Form:

F (x1; : : : x8) �! ~F (x1; : : : ; x4) + ~F (x5; : : : ; x8)

und damit eine Zerlegung des Eigenwertproblems (2.18) in zwei 4-dimensionale
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Probleme erhalten. Um die Klassi�kation abzuschlie�en, mu� nun noch
die Abh�angigkeit des Eigenwertproblems von einer 4-dimensionalen Fitness
untersucht werden. Dazu stellen wir erst einmal fest, da� eine zweimal-
di�erenzierbare Transformation des Operators H zu einer stetigen �Anderung
des Spektrums f�uhrt. Der Laplace-Operator �andert dabei das Verhalten nicht
so sehr wie die Fitness F (~x). Wie ist nun aber der Raum der Fitnessfunk-
tionen, d.h. der Raum der Funktionen B ! IR, aufgebaut? Die Antwort
l�a�t sich mit der Singularit�atstheorie [GG73] geben: Der Raum wird durch
6 Thomsche Katastrophen aufgespannt (Thom-Boardman-Strati�zierung),
d.h. diese Katastrophen liegen dicht im Raum der Funktionen IR4 ! IR. Wir
erhalten diese 6 Katastrophen als die stabilen �Aquivalenzklassen von Funk-
tionen R4 ! R4, die sich als (x1; x2; x3; x4) ! (x1; x2; x3; F (x1; x2; x3; x4))
darstellen lassen, d.h. diese Katastrophen liegen dicht im Raum der Funktio-
nen IR4 ! IR. Durch die obige Aussage �uber die Aufspaltung der Richtungen
erh�alt man �uberhaupt erst die endliche Anzahl von F�allen.

Um diese Aussage nicht zu trocken zu gestalten, wollen wir noch einige
physikalische Argumente anbringen, die dieses Ergebnis plausibel erscheinen
lassen. Dazu betrachtet man die Gleichung (2.15) mit dem Operator H =
�4+F und konstruiert als L�osung das Pfadintegral nach Feynman [Fey48]:

P (~x; t) =
Z
D~x exp

0
@� Z

B

( _x2 + F )dnx

1
A : (2.21)

Eine Sattelpunktapproximation zeigt, da� der gr�o�te Beitrag zu diesem In-
tegral durch den Pfad

d2

dt2
~x = �rF (~x) (2.22)

erbracht wird. Das ist aber genau ein Gradientensystem, f�ur welches Thom
seine Theorie entwickelt hat.

Doch nun zur�uck zu den Thomschen Katastrophen. Im Gegensatz zu
Thom betrachten wir keine Entfaltungen, d.h. wir teilen nicht die Variablen
in Parameter und Ort auf. Bis auf die linearen Terme betrachten wir alle
Parameter auch als Ortsvariablen. Nimmt man z.B. die Entfaltung x3 � ux
der Katastrophe x3, so bleibt u ein Parameter w�ahrend im Fall des Doppel-
topfes x4�yx2 die Variablen x; y einen Ort bezeichnen. Dadurch ergeben sich
Katastrophen in 1,2,3 und 4 Dimensionen. Andererseits kann die zweidimen-
sionale Katastrophe x4� yx auch in 4 Dimensionen auftreten. Dazu m�ussen
wir einfach die anderen Richtungen durch quadratische Terme \au��ullen"
(stabile �Aquivalenz in der Singularit�atstheorie). Die folgende Tabelle gibt
�uber die einzelnen F�alle Aufschlu�.
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Name der Katastrophe Formel Dimension
Raum Parameter

Falte x31 + u1x1 1 1
Spitze x41 + x2x

2
1 + u1x1 2 1

Schwalbenschwanz x51 + x2x
3
1 + x3x

2
1 + u1x1 3 1

Schmetterling x61 + x2x
4
1 + x3x

3
1 + x4x

2
1 + u1x1 4 1

hyperbolischer Nabel x31 + x32 + x3x1x2 3 2
�u1x1 � u2x2

elliptischer Nabel x31 � x1x
2
2 + x3(x21 + x22) 3 2

�u1x1 � u2x2

Damit k�onnen wir das Ergebnis dieses Arbeitspunktes zusammenfassen:

Zwei Fitnesslandschaften sind bzgl. der Strategien vom Typ (2.16) gleich,
falls sie aus genau denselben Katastrophen bestehen.

Evolution�are Algorithmen lassen sich durch die Katastrophentheorie bzgl.
ihres Verhaltens klassi�zieren.

Um eine Vorstellung von der Form der Fitnessfunktionen zu bekommen,
wollen wir noch kurz auf diese Katastrophen eingehen. Im Bild 2.13 sind die
einzelnen F�alle dargestellt, wobei die Darstellung der h�oher-dimensionalen
Katastrophen (ab Dimension 3) durch Projektion auf 2 Dimensionen erhal-
ten wurde. Die ersten beiden F�alle (Falte und Spitze) repr�asentieren das
einfachste Problem: der Algorithmus mu� einen \Wall" �uberspringen. Diese
Art von Problemen ist in vielen F�allen der am h�au�gsten auftretende Fall
(z.B. Rastriginfunktion). Desweiteren k�onnen nat�urlich Probleme existieren,
die den lokal arbeitenden Algorithmus \t�auschen". Goldberg [Gol89b] be-
trachtet auch solche \misleading problems" imFalle der genetischen Algorith-
men. Durch diese Klassi�kation konnten seine Arbeiten auf diesem Gebiet
untermauert werden. So folgt der Algorithmus in den meisten F�allen der
Richtung, die die gr�o�te Verbesserung verspricht. Das kann aber genau die
falsche Richtung sein, wenn man das globale Optimum �nden will. In diese
zweite Klasse von Problemen fallen die anderen F�alle. Sie repr�asentieren die
einfachsten M�oglichkeiten f�ur solche \irref�uhrenden" Probleme und zeigen
vor allem, wie die Umgebung des Punktes bescha�en ist, in der der Algorith-
mus die Entscheidung tre�en mu�, welche Richtung er einschlagen will.

Die oben beschriebene Klassi�kation evolution�arer Algorithmen basiert
auf der genauen Analyse der Dynamik dieser Algorithmen. Bei praktischen
Problemen hat man es manchmal auch mit kontinuierlichen Suchr�aumen zu
tun. An dieser Stelle sollte man die Klassi�kation verwenden, um zu ei-
ner besseren Steuerung der Parameter des Algorithmus und damit zu einem
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besseren Algorithmus zu gelangen. Das kann auf zwei m�oglichen Wegen
geschehen. Als erstes zeigt die Klassi�kation, da� die Berechnung der Ge-
schwindigkeiten f�ur den Fall der Parabel x2 am wichtigsten ist, da die Kata-
strophen aus dieser Funktion aufgebaut sind. Damit k�onnen die Parameter
des Algorithmus mit Hilfe der berechneten Geschwindigkeiten der Parabel
(siehe 4.1) gesteuert werden. Der zweite Weg besteht in der Entwicklung
des W�armeleitungskernes (2.17) nach dem Zeitparameter t. Der erste Term
dieser Entwicklung (t = 0) entspricht der Zustandsdichte (siehe 2.4). Die
weiteren Terme stehen im Zusammenhang mit den lokalen Eigenschaften der
Fitnessfunktion. So ist der lineare Term (linear in t) einfach die zweite Ab-
leitung der Fitnessfunktion und damit identisch mit der lokalen Kr�ummung
der Landschaft. Statt den W�armeleitungskern zu entwickeln, kann man auch
die L�osung (2.19) betrachten. Nun wird das Verhalten der L�osung durch die
Form des Spektrums bestimmt, d.h. welchen funktionalen Zusammenhang
gibt es zwischen einem freien Parameter und den Eigenwerten. F�ur die Pa-
rabel ist diese Funktion linear. Ein steilerer Anstieg der Funktion bedeutet
i.a., da� die Strategie schneller ist als im Falle der Parabel. Die Eigenwerte
k�onnen w�ahrend der Simulation n�aherungsweise bestimmt werden und las-
sen so erkennen, in welchem Potential vom oben genannten Typ man sich
be�ndet. Die Untersuchungen zu diesem Thema sind noch nicht abgeschlos-
sen, werden aber teilweise in dem geplanten Artikel [Ass96] ver�o�entlicht.
Der haupts�achliche Nutzen der Klassi�kation besteht darin, da� man nun
entscheiden kann, wann Algorithmen gut arbeiten. Dies ist dann der Fall,
wenn sie alle oben genannten Katastrophen problemlos meistern. F�ur unsere
Algorithmen ist das erf�ullt und mit der neu entwickelten Gemischten Strate-
gie (siehe 4.1) steht auch ein Algorithmus zur Verf�ugung, der schneller und
robuster als die anderen Strategien ist.

Ergebnis:

F�ur die wichtigsten Strategien wurde eine Klassi�kation nach ihrem Ver-
halten in Abh�angigkeit von der Fitness erhalten. Damit k�onnen gleichzeitig
auch die f�ur eine Strategie schwierigen F�alle bestimmt werden. F�ur die An-
zahl solcher F�alle konnte gezeigt werden, da� sie endlich ist und nur 6 Typen
umfa�t, die als Thomsche Katastrophen bekannt sind. Weiterhin konnte ge-
zeigt werden, da� es Ma�e geben mu�, die in praktischen Problemen benutzt
werden k�onnen, um den Schwierigkeitsgrad eines Problems abzusch�atzen und
Strategien zu steuern. Ein solches Ma� ist die Zustandsdichte.
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2.5 Erstellte Software

(H. Ros�e)

2.5.1 Seq

NAME: seq [-r]

OPTIONEN:

-r : Runmode, interaktive Eingabe deaktiviert.

BESCHREIBUNG:

Das Programm implementiert Routinen zur Bestim-
mung der in 2.2, 2.3.1 und [AER96] eingef�uhrten
Gr�o�en zur Klassi�kation (Schema, Schemavektoren,
Ph�anotypen, Zustandsdichte) f�ur das Problem der
Engel-Sequenzen (s. 2.1). Die Parametereingabe er-
folgt interaktiv oder �uber ein Parameter�le. Folgende
Funktionen wurden realisiert:

� Darwinstrategie: Simulation der Darwinstrategie und Berechnung der
Transinformation der Sequenzen.

� Fitne�niveaus: Darwinstrategie mit Speicherung aller gefundenen Se-
quenzen in einem de�nierten Fitne�intervall.

� Fitne� Scan: Vollst�andige Enumeration der Fitne�landschaft (nur sinn-
voll f�ur kurze Sequenzen).

� Schema Scan: Vollst�andige Enumeration der Fitne�landschaft und Spei-
cherung aller Schemata, Schemavektoren, Ph�anotypen und Besetzungs-
zahlen (Zustandsdichte) f�ur kurze Sequenzen.

� Zustandsdichte: Bestimmung der Zustandsdichte langer Sequenzenmit-
tels der Boltzmannstrategie.

� Hamilton Scan: Vollst�andige Enumeration der Valuationslandschaft
auf einem Hamiltonweg (aufeinander folgende Sequenzen besitzen im-
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mer den Hammingabstand eins) und Bestimmung des Stetigkeitsgrades
(nur sinnvoll f�ur kurze Sequenzen).

PARAMETER: Parameter�le: seq1.4.para

%00 Populationsgr�o�e
%01 Sequenzl�ange
%02 Periode der Fitne�funktion
%03 Generationen
%04 b Perioden�tnessfaktor
%05 Mutationsrate
%06 Selektionsrate
%07 Punktmutationsrate (nicht benutzt)
%09 Alphabet (abcd)
%10 Temperatur
%11 Obere Fitne�schranke
%20 Speicherperiode
%22 Runmodus
%23 Sortier
ag (0,1)
%24 Minimalwert des Fitne�niveaus
%25 Maximalwert des Fitne�niveaus
%26 Speicherintervall der Transinformation
%27 Anzahl ausgedruckter Sequenzen
%28 Ausgabeperiode
%29 Anzahl der Runs
%30 Datenmode (0 : Daten�le nicht einlesen)
%31 Seed des Randomgenerators (0 : zuf�allig)
%32 Daten�le der Startsequenz

AUTOR: Helge Ros�e (rose@summa.physik.hu-berlin.de)
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Kapitel 3

Optimale Algorithmen und

adaptive Strategien

3.1 Die Boltzmann Strategie

(T. A�elmeyer)

Als einfachste Variante einer Evolution�aren Strategie wollen wir zun�achst die
Boltzmann Strategie betrachten. Sie wurde erstmals 1953 von Metropo-

lis et al. [MRR+53] als Algorithmus zur Erzeugung Boltzmann-verteilter
Ensemble realisiert. Kirkpatrick et al. [KGJV83] erweiterten 1983 den
Metropolis Algorithmus zum Simulated Annealing, das in der Folgezeit zahl-
reiche Anwendung auf verschiedenste Optimierungsprobleme gefunden hat
[LA87]. Der Metropolis Algorithmus ist gerade so konstruiert, da� als stati-
on�are Verteilung die Boltzmann-Verteilung

P (x) = lim
t!1

P (x; t) � e�� F (x)

angenommen wird und so wollen wir Algorithmen mit einem solchen Verhal-
ten Boltzmann Strategien nennen. Eine m�ogliche Realisierung in Form einer
PDE ist durch

@

@t
P (x; t) = �Drx (P rxF ) +D4xP : (3.1)

gegeben. Durch einen Ansatz der Form

P (~x; t) = exp

"
��F (x)

2

#
y(~x; t) (3.2)

47



48KAPITEL 3. OPTIMALE ALGORITHMENUNDADAPTIVE STRATEGIEN

erh�alt man zusammen mit der Trennung von Orts- und Zeitvariable die Ei-
genwertgleichung

H (~x) = D4 (~x)� V (~x) (~x) = �� (~x) (3.3)

mit dem Eigenwert � und einer transformierten Fitness

V (~x) =
�2

4
DrF � rF � �

2
D4F (3.4)

was zur L�osung

P (~x; t) = exp

"
��
2
F (~x)

#
1X
i=0

ci i(~x) exp(��it) (3.5)

f�uhrt. Bei jeder Simulation eines solchen Algorithmus mittels eines Ensem-
bles von Suchern kann der Mittelwert der Fitness hF i ohne zus�atzlichen Auf-
wand berechnet werden. Deshalb erscheint es nat�urlich, die folgende Ge-
schwindigkeit

v(1) = � d

dt
hF i = D�hrF � rF i �Dh4F i (3.6)

hF i =

R
P (x; t)F (x)dxR
P (x; t)dx

zu betrachten. Am Beispiel einer Parabel

F (x) = Fmin +
1

2

dX
i=1

ai(~xi � ~x
(0)
i )2 : (3.7)

konnte mittels der Anfangsverteilung P (x; 0) = �(x� x0) (alle Sucher be�n-
den sich im Punkt x0) eine geschlossene Formel f�ur diese Geschwindigkeit

v(1) =
dX
i=1

aiD(�aix
2
0 � 1) exp(�ai�D2t) (3.8)

angegeben werden. Desweiteren kann man die zeitliche Entwicklung des Mit-
telwertes hF i als auch die Varianz der Fitness �2 berechnen und erh�alt

hF i = Fmin +
dX
i=1

1

2�
(�aix

2
0 � 1) exp(�ai�D2t) (3.9)

�2 := hF 2i � hF i2 =
1

2�2

dX
i=1

((2x20�ai � 1)(e�2Dai�t � e�4Dai�t) + 1 � e�2Dai�t)(3.10)
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F�ur die Simulation dieser Strategie verwenden wir die enge Beziehung zwi-
schen der Fokker-Planck Gleichung (wie (3.1) und der Langevin Gleichung.
In diesem Fall verwenden wir die Gleichung

d

dt
~x = �D�rF +

p
2D�(t) (3.11)

wobei �(t) Gau�sches wei�es Rauschen, D die Di�usionskonstante und � die
inverse Temperatur ist. Mit Hilfe der Diskretisierung

x(t+1) = x(t)+
p
2D�t�(t)�D� F (x(t) + �x)� F (x(t)��x)

2�x
�t (3.12)

wobei �t der Zeitschritt und �x die Boxl�ange ist, wurde die Boltzmann Stra-
tegie (3.1) simuliert. Dieser Algorithmus zeigt f�ur den Fall F (x) = x2 eine
sehr gute �Ubereinstimmung mit der Theorie. In Bild 3.1 ist dieser Vergleich
f�ur den Mittelwert und die Varianz der Fitness zu ersehen. Die durchgezoge-
ne Linie kennzeichnet die analytische L�osung. Die Populationsgr�o�e betr�agt
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Abbildung 3.1: Mittelwert der Fitness und die Varianz der Fitness f�ur die
Parabel x2

N = 10000. Weitere Simulationen und eine genauere Diskussion �ndet man
im Artikel [AER97] sowie im n�achsten Abschnitt.
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Ergebnis:

Die Boltzmann Strategie ist schnell auf Landschaften mit langgezogenen
Bergen. Im Fall von hohen Bergen versagt diese Strategie in Abh�angigkeit
von der Temperatur. Bei praktischen Problemen ist diese Strategie leicht
einzusetzen.

3.2 Die Darwin Strategie

(T. A�elmeyer)

Die zweite wichtige und - im eigentlichen Sinne - evolution�are Strategie ist die
Darwin Strategie. Wir verwenden dabei das Fisher-Eigen Modell der Evolu-
tion, das erstmals durch Fisher 1930 untersucht [Fis30] und von Eigen als
Standardmodell f�ur Systeme mit Konkurrenz und Selektion formuliert wurde
[Eig71]. Kennzeichnend f�ur das Fisher-Eigen Modell ist eine �tnesspropor-
tionale Vermehrung der Individuen bei konstanter Populationsgr�o�e [EF82].
Evolution�are Strategien, die dies erf�ullen, wollen wir Darwin Strategien nen-
nen. Die Dynamik der Darwin Strategie ist gegeben durch

@

@t
P (~x; t) = [hF i � F (~x)]P (~x; t) +D4P (~x; t) : (3.13)

Mit Hilfe des Ansatzes

P (~x; t) = exp

2
4 tZ
0

hF i (t0)dt0
3
5 y(~x; t) (3.14)

erh�alt man auf �ahnliche Art und Weise die Eigenwertgleichung

��i i(~x) = D4 i(~x)� F (~x) i(~x) (3.15)

und die L�osungen sind durch

y(~x; t) =
X
i

aie
��it i(~x) : (3.16)

gegeben. Ein Vergleich zwischen (3.3) und (3.15) o�enbart die tiefen Ge-
meinsamkeiten zwischen beiden Strategien. Die Boltzmann Strategie ist
bzgl. der station�aren Zust�ande �aquivalent zur Darwin Strategie, falls man
die Fitness durch (3.4) transformiert. Diese Strategie l�a�t sich auch in guter
N�aherung als (1 + 1) Strategie nach Rechenberg und Schwefel ansehen
[Rec73b, Sch77b].
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Nun diskutieren wir die Geschwindigkeiten auf eine �ahnliche Art und
Weise wie bei der Boltzmann Strategie. Dazu betrachten wir wieder die
Geschwindigkeit

v(1) = � d

dt
hF i =

D
F 2
E
� hF i2 �D h4F i : (3.17)

und erhalten f�ur die Fitness (3.7) durch dieselbe Anfangsverteilung P (x; u) =
�(x� x0) die folgende Formel f�ur den Mittelwert der Fitness

hF i = Fmin +
dX
i=1

 
1

2

q
2aiD tanh(t

q
2aiD) � ai(x0)2i

2 cosh2(t
p
2aiD)

!
(3.18)

und f�ur die Geschwindigkeit

v(1) =
dX
i=1

q
Dai

p
2ai (x0)2i sinh(t

p
2Dai)�

p
aiD cosh(t

p
2Dai)

cosh3(t
p
2Dai)

: (3.19)

Die Simulation der Darwin Strategie wird auf die Simulation einer Ma-
stergleichung zur�uckgef�uhrt. Dies ist ein wohlbekanntes Problem aus der
Theorie der Stochastischen Prozesse. Dazu wird die Wartezeitverteilung
[Gil76, Fei77, Gil78, Str63] benutzt. Diese Methode �ndet man in der Li-
teratur unter dem Begri� Gillespie-Algorithmus. Die Mutation wird auch
durch Gau�sches wei�es Rauschen simuliert, wobei ein besonderes Augen-
merk auf die Zeitskalen gelegt wird. Selektionsprozesse werden in diesem
Algorithmus durch Geburts- und Sterbeprozesse dargestellt. Da die gan-
ze Prozedur relativ kompliziert ist, verweisen wir wieder auf den Artikel
[AER97] in dem alle Einzelheiten zu �nden sind. F�ur den Fall F (x) = x2

zeigt Bild 3.2 eine sehr gute �Ubereinstimmung zwischen Theorie und die-
sem Algorithmus f�ur den Mittelwert der Fitness. Die durchgezogene Linie
kennzeichnet die analytische L�osung. Entsprechende Simulationen f�ur den
Doppeltopf F (x) = 0:16+((x=6)2(x=6�0:9)(x=6+0:8)) sowie eine genaue Be-
schreibung der verwendeten Algorithmen sind in [AER97] zu �nden. Durch
eine Approximation kann dieses Problem auch analytisch behandelt werden.
Dazu betrachten wir die Fitnessfunktion im Bild 3.3, die einfach eine Zusam-
mensetzung von 2 Parabeln ist. Berechnet man nun den Strom von Suchern,
die durch den Punkt x = 0 des Walls \hindurchstr�omen", d.h. berechnet
man

�(x; t) =
@

@t

1Z
x

P (y; t) dy (3.20)

so erh�alt man f�ur verschiedene Kr�ummungen der Parabeln die in Bild 3.4
gezeigten Ergebnisse f�ur die Boltzmann und die Darwin Strategie. Das linke
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Bild zeigt das Verhalten der Boltzmann Strategie bei konstanter Temperatur
f�ur kleine Kr�ummung (volle Linie) und f�ur gro�e Kr�ummungen (gestrichelte
Linie). Gestartet wird immer in der anderen Parabel bei x = �0:5. Die volle
Linie zeigt, da� Boltzmann �uber den Wall \springt", w�ahrend die gestrichelte
Linie die Umkehr des Stromes darstellt. Das bedeutet aber, da� die Strategie
in diesem Falle nicht in endlicher Zeit �uber den Wall kommt. Ein �ahnliches
Ergebnis erh�alt man auch f�ur die Darwin Strategie aber jetzt mit umgekehr-
tem Verhalten bzgl. der Kr�ummung. Das rechte Bild zeigt das entsprechende
Verhalten, wobei die volle Linie den Strom f�ur gro�e Kr�ummungen und die
andere Kurve den Strom f�ur kleine Kr�ummungen darstellt. Der Flu� von
einer Parabel zur anderen nimmt also mit fallender Kr�ummung auch ab.
Damit verringert sich aber auch die Geschwindigkeit der Strategie. Wir er-
halten damit folgendes Resultat:

Ergebnis:
Die Darwin Strategie ist schnell auf Landschaften mit steilen, aber engen
Bergen und langsam auf Landschaften mit 
achen, ausgedehnten Bergen.
F�ur die Boltzmann Strategie erh�alt man das umgekehrte Verhalten.

Aufgrund dieses Resultates erscheint es nun plausibel beide Strategien zu mi-
schen. An dieser Stelle scheint es angebracht eine Beziehung zur Klassi�kati-
on herzustellen. Dort wurde ausgesagt, da� die Katastrophen das Verhalten
der Strategie bestimmen. Das stimmt nat�urlich nur f�ur das Verhalten des
Eigenwertproblems (z.B. (3.3)). Bez�uglich dieses Eigenwertproblems unter-
schieden sich die Gleichungen um die Transformation (3.4) der Fitnessfunk-
tion. Genau dieser Unterschied ist aber f�ur den Unterschied zwischen der
Boltzmann und der Darwin Strategie verantwortlich.

3.3 Gemischte Strategien

(T. A�elmeyer)

Diese Strategie wurde durch Simulationen von Netzwerken gefunden [EE86,
BEE87a, BE90]. Nat�urlich wurde schon vermutet, da� die gemischte Stra-
tegie oft schneller und robuster als die Boltzmann und die Darwin Strategie
ist, aber ein direkter Beweis fehlte noch. Durch eine eingehende Analy-
se beider Strategien [AE97] konnte festgestellt werden, da� bez�uglich einer
geeignet de�nierten Geschwindigkeit beide Strategien ein gegenl�au�ges Ver-
halten aufweisen. Damit erscheint es jetzt sogar nat�urlich, eine Mischung
beider Strategien anzusetzen.

Ein Vergleich zwischen den beschreibenden Gleichungen der Boltzmann



3.3. GEMISCHTE STRATEGIEN 55

(3.1) und Darwin Strategie (3.13) zeigt den gemeinsamen Term D4P beider
Strategien. Deshalb erscheint es nat�urlich, beide Gleichungen einfach zu
addieren, um so zur Beschreibung einer Gemischten Strategie zu kommen.
Es ergibt sich dabei folgende Gleichung

@

@t
P (~x; t) = (DB +DD)4P (~x; t) + �DBr(PrF ) (3.21)

+ 
[hF i � F (~x)]P (~x; t) : (3.22)

mit den zwei Di�usionskonstanten DB und DD, die den jeweiligen Strategien
zugeordnet sind. Die entsprechenden Grenzf�alle ergeben sich durch 
 = 0
bzw. � = 0. Somit erhalten wir eine zwei-parametrige Familie von Strategien
(siehe Bild 3.5. Wie k�onnen nun die Parameter angepa�t werden? In den
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Abbildung 3.5: Darstellung der Gemischten Strategie als 2-parametrigen Fa-
milie

meisten F�allen werden die optimalen Parameter bei 
 > 0 und � > 0 liegen.
Berechnet man die oben de�nierte Geschwindigkeit v(1) f�ur diese Strategie,
so erh�alt man

v(1) = � d

dt
hF i = 
(

D
F 2
E
� hF i2) +DB�hrF � rF i � (DB +DD)h4F i :

(3.23)
Daraus kann man unter der Annahme einer konstanten Geschwindigkeit
v(1) = v bei festem D und � den kritischen Wert von 
 berechnen und
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erh�alt


Krit =
(DB +DD)h4F i �DB�hrF � rF i

hF 2i � hF i2 : (3.24)

Der wahre Wert von 
 mu� oberhalb des kritischenWertes liegen. Durch vie-
le Simulationen konnte die Verbesserung der Strategie gegen�uber den reinen
Strategien nachgewiesen werden. Die Simulation dieser Strategie erfolgt ein-
fach durch die Mischung der Algorithmen zur Simulation der Boltzmann und
Darwin Strategie. Wie oft selektiert wird, bestimmt allein der Parameter 
.
Der Punkt 3.2 (Netzwerkoptimierung) gibt ein Beispiel f�ur die erfolgreiche
Anwendung der Gemischten Strategie auf ein praktisches Problem.

Ein Vergleich zwischen Boltzmann und der Gemischten Strategie f�ur ver-
schiedene Dimensionen und Populationsgr�o�en zeigt einen deutlichen Vorteil
der Gemischten Strategie gegen�uber den anderen Strategien. In Bild 3.6 kann
man durch eine solche Simulation diesen Fakt gut erkennen. Nun l�a�t sich

Abbildung 3.6: Erreichte Fitness in Bezug auf die Populationsgr�o�e f�ur ver-
schiedene Strategien, Fitness: Doppeltopf

folgendes Ergebnis formulieren:

Ergebnis:

Die Gemischte Strategie ist eine Mischung zwischen einer Darwin und
einer Boltzmann Strategie. Durch die Ergebnisse der vorherigen zwei Ab-
schnitte wird nahegelegt, da� diese Strategie wirklich schneller sein sollte.
Sowohl Simulationen als auch analytische Rechnungen best�atigen diese Vor-
stellung. Die Strategie wurde schon mehrfach praktisch eingesetzt und zeigt
z.B. im Falle der Netzwerkoptimierung deutlich bessere Ergebnisse als die
reinen Strategien und ist vor allem robuster.

3.4 Die adaptive Darwin Strategie

(T. A�elmeyer)

Entsprechend Schwefel [Sch81a] ist eine konstante Fortschrittsgeschwin-
digkeit der Evolutionsstrategie ein Nachteil, da die Strategie an Stellen, die
weit vom Optimum entfernt sind, genauso schnell ist, wie an den interessan-
ten Stellen nahe des Optimums. Die L�osung dieses Problems besteht darin,
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da� man die Schrittweite � als zus�atzliche Variable betrachtet, die in den
Selektionsproze� einbezogen wird. In der bisherigen Darwin Strategie

@

@t
P (~x; t) = D�xP + (hF i(t)� F (~x))P

mit der Fitnessfunktion F , wurde die Schrittweite, ausgedr�uckt durch die
Di�usionskonstante D, konstant gehalten. Nun erweitern wir den Suchraum
X um eine Koordinate und es ergibt sich (~x; �) 2 X � IR. Die Mutation der
Schrittweite erfolgt durch eine log-normalverteilte Zufallszahl, die durch die
Transformation � = exp(�) mit � als normalverteilte Zufallszahl dargestellt
werden kann. Um die entsprechende Gleichung aus diesen Vorstellungen zu
erhalten, werden wir auf einen von Schimansky-Geier [SG96] entwickel-
ten Formalismus zur�uckgreifen. Dazu betrachtet man zwei Sucher, die durch
die Paare (x; �x) und (y; �y) beschrieben werden. Sei F (x) die zu mini-
mierende Fitnessfunktion und f(x) = hF i � F (x) die Fitness oberhalb des
zeitabh�angigen Mittelwertes. In einem Schritt des Algorithmus wird nun die
Selektion f�ur x mit der Rate 
 und die f�ur �x mit der Rate � entsprechend
f(x) ausgef�uhrt. F�ur die Selektion ergeben sich damit folgende �Uberg�ange

(x; �x; y; �y)

8>>>>>><
>>>>>>:


 jf(x)j�! (x; �x; x; �y) : f(x) > 0

 jf(x)j�! (y; �x; y; �y) : f(x) < 0
� jf(x)j�! (x; �x; y; �x) : f(x) > 0
� jf(x)j�! (x; �y; y; �y) : f(x) < 0

(3.25)

Die ersten beiden �Uberg�ange beschreiben die Selektion in x-Richtung w�ahrend
die n�achsten zwei �Uberg�ange die Selektion der Schrittweite bewirken. Um die
zeitliche �Anderung von P (x; t) durch die �Uberg�ange (3.25) zu beschreiben,
betrachtet man die Mastergleichung [vK81]. Dazu konstruiert man aus den
�Uberg�angen die entsprechenden Raten W (u; �u; v) :=W ((�u; v)! (u; v)) mit
u = (x; �x) und v = (y; �y). Dann ist die Mastergleichung gegeben durch

@

@t
P (u; v; t) =

Z
W (u; �u; v)P (�u; u; t)�W (�u; u; v)P (u; v; t) d�u

+
Z
W (v; �v; u)P (u; �v)�W (�v; v; u)P (u; v; t) d�v ; (3.26)

wobei wir die Zweiteilchenverteilung P (u; v; t) zu betrachten haben, da unser
Selektionsschema eine Wechselwirkung zwischen zwei Suchern darstellt. Die
Einzelheiten der Herleitung sind an dieser Stelle nicht interessant. Mittels
der N�aherung der Korrelationsfreiheit P (x; y) = P (x)P (y) erhalten wir aus
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obiger Gleichung das Ergebnis

@

@t
P (x; �x; t) = � f(x)P (x; �x; t) = � (hF i � F (x))P (x; �x; t) (3.27)

mit hF i =
R
F (x)P (x; �x; t)dxd�xR
P (x; �x; t)dxd�x

(3.28)

Ber�ucksichtigt man die Tatsache, da� die Rate der �x-Selektion nicht von �x
explizit abh�angt, dann erscheint dieses Ergebnis nicht erstaunlich. Im Ge-
gensatz dazu ist der Ein
u� der Selbstanpassung im Mutationsterm nicht zu
vernachl�assigen. Nimmt man an, da� die x-Mutation mit einer Normalver-
teilung mit Standartabweichung exp(�) und die �-Mutation mit der Standar-
tabweichung 1 erfolgt, so ergibt sich die Mastergleichung

@

@t
P (x; �x; t) =

Z
(N(y � x; exp(�y))N(�y � �x; 1)P (y; �y; t)

� N(x� y; exp(�x))N(�x � �y; 1)P (x; �x; t))dyd�y :(3.29)

mit N(x; exp(�)) = (4� exp(�))�1=2 exp(�x2 exp(��)=2). Unter der Voraus-
setzung, da� die Strategie nur kleine Schritte macht und das sich dabei die
Raten und die Verteilungsfunktionen nicht schlagartig �andern, werden die
Funktionen im Integral entwickelt. Ber�ucksichtigt man alle Terme bis zur
zweiten Ordnung, dann erh�alt man f�ur die Mutation

@

@t
P (x; �x; t) =

1

2
e�x4xP (x; �x; t) +

1

2
4�xP (x; �x; t) : (3.30)

Zusammen mit der Selektionsgleichung (3.27) erhalten wir die adaptive Dar-
win Strategie

@

@t
P (x; �x; t) = (hF i � F (x))P (x; �x; t)+

1

2
e�x4xP (x; �x; t)+

1

2
4�xP (x; �x; t)

(3.31)
welche wiederum als Eigenwertproblem

@

@t
P = �HP mit H�(~x; �x) = ��(~x; �x) (3.32)

aufgefa�t werden kann. Zusammen mit den Eigenfunktionen �i(~x; �x) und
den Eigenwerten �i ergibt sich die allgemeine L�osung

P (x; �x; t) =
X
i

ci exp(�it)�i(~x; �x) : (3.33)

Die Konvergenz der obigen Reihe f�ur alle Koe�zienten ist nur dann gesichert,
wenn die Eigenwerte �i positiv sind. Die notwendige Bedingung ergibt sich
zu

�i > 0 $ F (x)� hF i > 0 (3.34)



3.4. DIE ADAPTIVE DARWIN STRATEGIE 59

F�ur lange Zeiten erzeugt der Di�usionsterm in �x-Richtung eine vollst�andig
ausgebreitet Verteilung, da der Selektionsterm nur auf die ~x-Richtungen
wirkt. Durch die Kopplung zwischen der Schrittweite (Di�usionskonstante)
in ~x-Richtung und der Koordinate �x wird im Grenzfall t ! 1 die Vertei-
lung in �x-Richtung st�arker ausgebreitet. Im Falle gro�er positiver �x-Werte
kann man den Term hF i � F (x) in der Gleichung gegen�uber der Di�usion
vernachl�assigen und man erh�alt dann auch eine ausgebreitete L�osung in ~x-
Richtung. Diese Argumentation zeigt, da� f�ur gro�e t die L�osung zu gro�en
negativen �x-Werten strebt, welches gleichbedeutend damit ist, da� sich die
Verteilung lokalisiert (�x ist die Standartabweichung der Verteilung �uber X).

Um diese qualitative Diskussion zu untermauern, soll als ein Beispiel der
unsymmetrische Doppeltopf x4� 0:5x2 + 0:1x (siehe Bild 3.7) mit dem glo-
balen Optimum bei x = �:544 betrachtet werden. Mit Hilfe eines im Projekt
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Abbildung 3.7: unsymmetrischer Doppeltopf

entwickelten Programmpakets (PDE2D) zur Integration einer solchen zwei-
dimensionalen partiellen Di�erentialgleichung (PDE) wurde die entsprechen-
de Gleichung

@

@t
P = e�x�xP +��xP � (x4 � 0:5x2 + 0:1x)P (3.35)

numerisch integriert. Gestartet wird mit einer Kon�guration in der alle Su-
cher an einem Punkt sind. In Bild 3.8 sieht man die entsprechende Folge von
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Bildern, die die zeitliche Entwicklung der Population wiederspiegeln. Dabei
erkennt man recht gut das Anwachsen der Verteilung zu gro�en, negativen
�x-Werten (kleinen Schrittweiten) im globalen Optimum und das Anwachsen
der Verteilung zu gro�en, positiven �x-Werten (gro�e Schrittweiten) im ande-
ren lokalen Minimum. Dieses Verhalten w�urde man auch nach der Diskussion
der Gleichung (3.31) erwarten. Andererseits folgt aus der Lokalisation der
Verteilung �uber den lokalen Minima, da� diese Strategie die Tendenz zum
H�angenbleiben aufweist. Wie man aus Erfahrung wei�, stimmt dieser Fakt
mit der Wirklichkeit �uberein. Jetzt werden wir die Annahmemachen, da� die
Mutation von �c nicht mit einer Normalverteilung durchgef�uhrt wird. Dazu
f�uhren wir eine allgemeine Funktion der Form s(x; �x; t) ein, mit

@

@t
P (~x; �x; t) = ��xP + s(x; �x; t)�xP + (hF (x)i(t)� F (x))P ; (3.36)

die in die Geschwindigkeit auf folgende Weise eingeht

v(1) = � d

dt
hF (x)i = �hs(x; �x; t)�xF (x)i+ hF (x)2i � hF (x)i2 : (3.37)

Vommathematischen Standpunkt her, ist die Geschwindigkeit ein Funktional
von P und F . Daher braucht man nur die Geschwindigkeit nach diesen beiden
Gr�o�en zu variieren, um die Geschwindigkeit v(1) zu maximieren. Man erh�alt
folgende Bedingungen:

�v(1) = 0 und �2v(1) < 0 (3.38)

und daraus letztendlich

s(x; �x; t) =
F (x)(F (x)� 2hF (x)i)

�xF (x)
� P : (3.39)

Diese Beziehung de�niert eine neue Strategie, die durch die Gleichung

@

@t
P (~x; �x; t) = ��xP +

 
F (x)(F (x)� 2hF (x)i)

�xF (x)
� P

!
�xP

+ (hF (x)i(t)� F (x))P (3.40)

beschrieben wird. Leider ist es bisher nicht gelungen einen brauchbaren Al-
gorithmus zur e�ektiven Simulation dieser Gleichung zu �nden. Trotzdem
scheint es aber relativ klar zu sein, da� diese Strategie sowohl die Eigenschaf-
ten einer adaptiven Strategie besitzt als auch die Eigenschaft, in Landschaf-
ten nicht h�angenzubleiben. Damit ist aber noch nicht klar, ob diese Strategie
das Optimum wirklich �nden kann.
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Zum Schlu� sei noch kurz auf die Frage eingegangen, ob die adaptive
Strategie beim Problem der Parabel wirklich schneller ist. Ausgehend von
der Gleichung (3.31) wird daher f�ur den 1-dimensionalen Fall F (x) = ax2

das Spektrum des station�aren Operators H diskutiert werden, da f�ur den
Fall ohne Schrittweitensteuerung eine explizite L�osung bekannt ist.

Mittels einer Variablensubstitution u = x exp(��x=2) erh�alt man aus
(3.31) die Gleichung

@

@t
P (u; t) = (1 +

1

4
u2)

d2P

du2
+
u

4

dP

du
+ ~F (u)P (3.41)

und nach Trennung der Variablen die station�are Eigenwertgleichung

(1 +
1

4
u2)

d2�

du2
+
u

4

d�

du
+ ~F (u)� = ��� : (3.42)

Aufgrund der Linearit�at der obigen Gleichung wird ein Potenzreichenansatz
f�ur � gew�ahlt. Mit dem Potential ~F (u) = �ae�xu2 ergibt sich die folgende
Gleichung f�ur die Koe�zienten

an+4 =
4ae�xan � 4�an+2 + (n+ 2)2an+2

4(n+ 3)(n + 4)

Konvergenz ist nur gesichert falls e�x beschr�ankt ist. Wie im vorherigen
Abschnitt festgestellt wurde, strebt der Wert der �x-Koordinate gegen �1.
Damit kann aber der erste Term vernachl�assigt werden und mit Hilfe der
Abbruchbedingung zur Sicherung der Konvergenz dieser Reihe erhalten wir
das Spektrum:

�k =
k2

4

Dieses Spektrum ist also imGegensatz zum Fall ohne Schrittweitensteuerung,
wo ein lineares Spektrum �k � k vorlag, quadratisch. Da in der Geschwindig-
keit der Strategie die Form des Spektrums exponentiell eingeht, folgt daraus,
da� die Strategie mit Schrittweitensteuerung auf der Parabel schneller als
die gew�ohnliche Strategie ist. Dieses Ergebnis wurde, wie oben beschrieben,
durch Simulationen gest�utzt.

Ergebnis:

Die Untersuchung einer Evolution�aren Strategie nach Schwefel konn-
te im konkreten Fall einer Fisher-Eigen Selektion explizit formuliert werden.
Sowohl die Simulationen als auch die analytischen Rechnungen mit dieser
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Gleichung zeigen die typischen Merkmale einer adaptiven Strategie. Im Fall
der Parabel ist die adaptive Strategie schneller als die nicht-adaptive Stra-
tegie. Simulationen sowie auch mathematische Argumente zeigen aber, da�
diese Strategie den Hang zum \h�angenbleiben" besitzt.

3.5 Selfannealing

(H. Ros�e)

Die Idee des Simulated Annealing besteht in der schrittweisen Abk�uhlung der
Temperatur (� !1) des Metropolis Algorithmus, um die Suche auf Gebie-
te schon recht guter Fitne� zu konzentrieren. Bei zu schneller Abk�uhlung
k�onnen jedoch lokale Minima in endlicher Zeit nicht verlassen werden, wo-
hingegen bei zu langsamer Abk�uhlung keine Konzentration auf die Minima
einsetzt. Dieses Problem der Wahl der geeigneten Abk�uhlung wurde von
Salamon und Andresen im Rahmen thermodynamischer �Uberlegungen
behandelt [NS88, AG93, AG94]. Ein ebensolches Problem stellt sich in der
Wahl einer geeigneten Mutationsst�arke. In den Evolutionsstrategien wird
auch sie im Laufe der Suche optimiert [Sch81a]. Diese evolution�are Form
der Anpassung von Steuerparametern bietet den Vorteil, da� alle Parame-
ter durch ein einheitliches und einfaches Prinzip adaptiert werden k�onnen.
Durch seine Anwendung auf die gemischte Strategie wurde im Projekt eine
neue evolution�are Strategie entwickelt { die Self Annealing Strategie (SAS) {
die erstere adaptive erweitert [Ros96a]. Sie zeigt als wichtigen neuen E�ekt
eine Selbstabk�uhlung der Temperatur und damit eine schnellere Konvergenz
und optimalere L�osungen.

Die SAS wird ebenfalls durch ein Ensemble von Boltzmannsuchern rea-
lisiert, nur jeder besitzt nun ein eigenes � (inverse Temperatur), d.h. der
Suchraum wird um eine Dimension erweitert X = IR� IR. In einem Schritt
des Algorithmus wird nun die Selektion f�ur x mit der Rate 
 und die f�ur �x
mit der Rate � f�ur beide an Hand von f(x) = hF i � F (x) vollzogen. Damit
ergeben sich die �Uberg�ange

(x; �x; y; �y)

8>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>:


 jf(x)j�! (x; �x; x; �y) : f(x) > 0

 jf(x)j�! (y; �x; y; �y) : f(x) < 0
� jf(x)j�! (x; �x; y; �x) : f(x) > 0
� jf(x)j�! (x; �y; y; �y) : f(x) < 0

 � f2(x)�! (x; �x; x; �x) : f(x) > 0

 � f2(x)�! (y; �y; y; �y) : f(x) < 0

(3.43)
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Die ersten beiden entsprechen alleiniger x-Selektion, die n�achsten alleiniger
�x-Selektion und die letzten der Selektion von x und �x gemeinsam in einem
Schritt. Die reine x-Selektion wird durch die Mastergleichung der gemischten
Strategie beschrieben und da die Rate der reinen �x-Selektion � jf(x)j nicht
von �x abh�angt, heben sich diese �Uberg�ange einfach auf. F�ur die letzten
beiden �Uberg�ange erhalten wir aus der Mastergleichung den zus�atzlichen
Selektionsterm

@

@t
P (u; t) = 
 � ( f(u) jf(u)j+ f(u) hjf ji � hf jf ji ) P (u) : (3.44)

Damit ergibt sich die Dynamik der Self Annealing Strategie

@

@t
P (x; �; t) = 
 f P + 
 � ( f jf j+ f hjf ji � hf jf ji ) P

+ �D @x (P @x f) +D @2x P +D� @
2
� P : (3.45)

Die Self Annealing Strategie umfa�t alle drei oben behandelten Strategien
und erweitert diese durch die Steuerung der Temperatur.

Die Frage ist nun: Besitzt die Strategie das gew�unschte Verhalten der
Selbstabk�uhlung der Temperatur T = 1=� in den Fitne�optima? Um dies zu
zeigen, w�ahlen wir die recht schwierige Rastriginfunktion als Fitne�. Abb.
3.9 zeigt die Optimierung einer zweidimensionalen Rastriginfunktion durch
den Self Annealing Algorithmus (implementiert in ArtEvo, s. 3.10.1). Die
Fitnessfunktion (links) besitzt in x = (0; 0) ihr globales Minimum F = 0.
Rechts ist die Entwicklung der mittleren Fitne� und der mittleren Tempe-
ratur wiedergegeben. Die bei x = (2; 2) gestartete Population passiert vier
lokale Minima (vier Stufen in Fmin - der Fitne� des Besten der Population),
ohne stecken zu bleiben, da die Temperatur sich bis zum Zeitschritt t = 500
kaum vermindert. Beginnend mit t = 700 besetzt schlie�lich die gesam-
te Population das globale Minimum (starke Verringerung von hF i) und die
Temperatur k�uhlt sich bis auf den minimal zugelassenen Wert von 0; 1 ab.

Dieser E�ekt der Selbstabk�uhlung kann wie folgt veranschaulicht werden:
Sucher, mit hoher Temperatur, die sich bereits im Minimum be�nden, sind
noch zu beweglich. Sie verlassen das Minimum und werden ausselektiert, es
sei denn sie gelangen in ein tieferes. Ist kein tieferes Minimum zu �nden, so
werden immer mehr Sucher hoher Temperatur ausselektiert { die Population
k�uhlt sich im tiefsten zu erreichenden Minimum ab.

Abschlie�end wollen wir das Konvergenzverhalten aller vier Strategien f�ur
das Beispiel F (x) = x2 vergleichen. Dazu simulieren wir die Dynamik der
Strategien mittels des im Projekt erstellen Programmes ProEvo (s. 3.10.1).
Abb. 3.10 zeigt die, aus den numerischen L�osungen f�ur gleiche Parameter
gewonnene Entwicklung der mittleren Fitness und ihrer Standardabweichung
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und Abb. 3.11 die Verteilungen nach zehn Sekunden (t = 10). Die Boltz-
mann (BS) und die Darwin Strategie (DS) erreichen den ann�ahernd gleichen
Endwert, wobei DS sehr langsam startet, dann jedoch beschleunigt und BS
erreicht. Die gemischte Strategie (BDS) kombiniert dieses Verhalten mit dem
monotonen Absinken der BS und unterbietet damit beide. Die schnellste Su-
che und den besten Endwert zeigt die Self Annealing Strategie (SAS). Da
sie die Temperatur erniedrigt, im Gegensatz zur Konstanz der drei anderen
Strategien, beschleunigt sich nicht nur die Suche, sondern die Population
konzentriert sich auch mehr im Minimum und erreicht daher einen tieferen
Wert f�ur hF i. Diese Konzentration ist in ihrer Verteilung P (x; T; t = 10)
in Abb. 3.11 rechts deutlich zu erkennen: F�ur kleine T schn�urt sie sich um
das Optimum x = 0 zusammen. Die Verteilungen der anderen Strategien ist
links wiedergegeben: W�ahrend BS und DS noch nicht ganz das Optimum
erreicht haben, beginnt sich die BDS dort bereits zu konzentrieren.

Damit erh�alt man das Resultat, da� die SAS eine verbesserte Erwei-
terung der drei vorigen Strategien darstellt. Ihre adaptive Eigenschaften
pr�adestinieren sie f�ur praktische Anwendung auf stark multimodale Proble-
me. Dies zeigt das Beispiel der Rastriginfunktion (s. Abb. 3.11), in der
die SAS ohne Steckenzubleiben das globale Optimum �ndet und erst dann
die Temperatur gegen Null reduziert. Eine weiterf�uhrende eingehende Un-
tersuchung dieser Strategie erscheint daher als sehr erfolgversprechend und
notwendig.

3.6 Die Anwendung der Methode der adap-

tiven Suchr�aume

(T. P�oschel, V. Buchholtz)

3.6.1 Zusammenfassung

Es wurde eine neue Optimierungsstrategie eingef�uhrt, die auf einer Gl�attung
des Suchraumes durch Erh�ohung der Dimension des Problems beruht. Ein
kompliziertes Problem, wird so zun�achst durch ein einfacheres ersetzt, indem
die Dimension des Suchraumes verg�o�ert wird. Die L�osung des einfache-
ren Problems wird als Ausgangspunkt f�ur die L�osung des komplizierteren
Systems genutzt, indem nun schrittweise die Dimension des Suchraumes ver-
ringert wird, bis schlie�lich das Ausgangsproblem zu l�osen ist.
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Die Strategie wurde erfolgreich auf zwei Optimierungsprobleme ange-
wandt.

Das erste Problem bestand darin, mit m�oglichst wenigen W�achtern einen
kompliziert geformten Raum, der aus geradlinigen W�anden bestehen soll,
vollst�andig zu �uberwachen. Es gibt eine Absch�atzung f�ur die maximal ben�otigte
Anzahl von W�artern, die besagt, da� man h�ochsten eine Anzahl von W�artern
ben�otigt, die einem Drittel der Anzahl der W�ande entspricht. In den mei-
sten F�allen gen�ugt jedoch eine viel geringere Anzahl. Ziel der Optimierung
war es, die Anzahl und die Position der W�achter zu bestimmen. Es stellte
sich heraus, da� die ben�otigte Rechenzeit zur L�osung des Problems imMittel
wesentlich kleiner wurde, wenn man mit einer h�oheren Anzahl von W�artern
startet und die Zahl der W�arter nach und nach verringert, als wenn man
gleich mit einer W�arterzahl startet, die in etwa der ben�otigten entspricht.
F�ur das gew�ahlte Problem ergab sich eine Verbesserung der Rechenzeit um
einen Faktor 10. Die Strategie und die Ergebnisse wurden im Int. J. of
Bif. and Chaos 7, S. 751 (1996) ver�o�entlicht. Der anschlie�ende Abschnitt
diskutiert diese ebenfalls im Detail.

Der Algorithmus wurde daraufhin verallgemeinert, indem in jedem Ite-
rationsschritt zusatzlich zur Mutation der Orte der W�achter ein Hinzuf�ugen
oder Herausnehmen von W�achtern als Mutationsoperation erlaubt wurde.
Um die Anzahl der W�achter in der Fittnesfunktion zu bewerten, wurde die
urspr�ungliche Funktion, die das Verh�altnis aus eingesehener und gesamter
Wand
�ache war, um einen Term erweitert, der das Hinzuf�ugen von W�achtern
\bestraft" und das Harausnehmen \belohnt". Dieser Algorithmus besitzt ho-
he Stabilit�at (vergleichsweise kleine Fluktuationen der Rechenzeit) und f�uhrt
zu geringen Rechenzeiten.

Da die Berechnung der Fitnessfunktion relativ aufwendig ist, wurde der
Algorithmus parallelisiert. Die Parallelisierung erfolgte unter MPI. Die In-
dividuen werden unter den vorhandenen Prozessoren aufgeteilt. Am Ende
eines jeden Iterationsschrittes werden die berechneten Fitnesswerte vergli-
chen, und die besten Individuen an die Prozesoren versandt.

In einer zweiten Implemetierung wurde die Strategie zur L�osung eines
�Uberdeckungsproblems angewandt. Eine beliebig geformte Grund
�ache soll
mit m�oglichst wenig identischen Rechtecken �uberdeckt werden. Auch in die-
sem Fall erweist sich die vorgeschlagene Strategie als erfolgreich. Startet
man mit einer deutlich zu hohen Anzahl von Rechtecken, wird die L�osung
zuverl�assig in relativ geringer Rechenzeit gefunden. Verringert man die
anf�angliche Anzahl von Rechtecken, wird zun�achst die Rechenzeit l�anger.
Verringert man die Anzahl weiter, ist der evolution�are Algorithmus nicht
mehr zuverl�assig in der Lage, die L�osung in angemessener Rechenzeit �uberhaupt
zu �nden obwohl die Zahl der beteiligten Rechtecke noch immer gr�o�er ist
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als die Zahl der ben�otigten Rechtecke.

3.6.2 Adaptive evolution�are Optimierung { Konver-

genzbeschleunigung durch Erweiterung des Zu-

standsraumes

Einf�uhrung

Von vielen Autoren wurde gezeigt (z.B. [Gol89a]), da� Evolutionsalgorithmen
unter bestimmten Voraussetzungen zur L�osung komplexer Optimierungsauf-
gaben geeignet sind. Es existiert eine weit entwickelte Theorie der Evoluti-
onsprozesse (z.B. [EEF90a]) und es gibt eine gro�e Zahl von

"
Rezepten\ f�ur

die erfolgreiche Anwendung evolution�are Algorithmen (z.B. [Sch95]). Insbe-
sondere f�ur kombinatorische Optimierungsaufgaben, bei denen viele Standar-
dalgorithmen versagen, konnten unter Verwendung von Evolutionsstrategien
erhebliche Fortschritte erzielt werden.

O�ensichtlich k�onnte jedes einzelne Optimierungsproblem e�ektiver (d.h.
weniger rechenzeitaufwendig)mit einemdeterministischenAlgorithmus gel�ost
werden als mit einem Evolutionsalgorithmus, vorausgesetzt der deterministi-
sche Algorithmus ist bekannt. Der Vorzug von Evolutionsalgorithmen be-
steht in deren Einfachheit und Universalit�at. Um einen Evolutionsalgorith-
mus sinnvoll anwenden zu k�onnen, m�ussen zwei wichtige Voraussetzungen
gesichert sein:

1. Es wird eine Fitness-Funktion ben�otigt, die eine L�osung einer Opti-
mierungsaufgabe bewertet. Diese Fitness-Funktion mu� �au�erst e�ek-
tiv berechenbar sein, d.h. ihre Auswertung darf nur wenig Rechenzeit
ben�otigen, da sie w�ahrend der Optimierungsprozedur extrem h�au�g
auszuwerten ist. Folglich mu� die Fitness-Funktion einfach sein.

2. Es wird ein Mutationsoperator ben�otigt, der die Topologie der Fitness-
Funktion �uber demRaumder zu optimierendenParameter ber�ucksichtigt.
Falls der Mutationsoperator die Topologie nicht ber�ucksichtigt, so kommt
es vor, da� selbst kleine Mutationen zu extremen Ver�anderungen der
Fitness f�uhren. In solchen F�allen verwandelt sich der Evolutionsalgo-
rithmus in stochastische Suche1.

1Genetische Programmierung [Gol89a] ist solch ein Beispiel. Jedes Rechnerprogramm
besteht aus Konstanten und Anweisungen. Mindestens in Bezug auf die Anweisungen ist
die Bedingung der starken Kausalit�at nicht gegeben: das Resultat eines Programms, das
in einer gew�ohnlichen Programmiersprache geschrieben ist, wird sich in der Regel extrem
�andern, wenn ein Befehl (z.B. GOTO 100) durch einen anderen (z.B. write(*,*) 'HELLO
WORLD') ersetzt wird. Die Hauptaufgabe der genetischen Programmierung mu� unseres
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In der Literatur k�onnen viele Beispiele gefunden werden, wo eine dieser bei-
den Voraussetzungen nicht gegeben ist, und wo Evolutionsalgorithmen dem-
zufolge nicht e�ektiv arbeiten k�onnen.

Eine weitere sehr wichtige Eigenschaft von Evolutionsalgorithmen ist ihre
triviale rechentechnische Parallelisierbarkeit: man teilt einfach die Individu-
en unter den parallel arbeitenden Prozessoren auf und vermeidet so unn�otige
Kommunikation zwischen den Prozessoren. Lediglich beim Selektions- und
Rekombinationsschritt m�ussen wenige Daten ausgetauscht werden. Die Par-
allelisierbarkeit ist ein weiterer wichtiger Vorteil von Evolutionsalgorithmen
gegen�uber deterministischen Algorithmen, die h�au�g nicht oder nicht einfach
e�ektiv parallelisierbar sind.

Eines der bekanntesten Beispiele, das das Interesse von Wissenschaft-
lern sehr verschiedener Fachrichtungen auf sich gezogen hat, ist das Problem
des reisenden H�andlers. Das Problem besteht darin, die k�urzeste Rundreise
zwischen N St�adten zu �nden. Es ist bewiesen, da� dieses Problem NP -
vollst�andig ist [GJ79], d.h. da� kein deterministischer Algorithmus existieren
kann, der dieses Problem in einer Zeit l�ost, die polynomial mit der System-
gr�o�e N w�achst. Viele Autoren betrachteten dieses Problem als Herausfor-
derung, die Leistungsf�ahigkeit verschiedener Typen evolution�arer Strategi-
en, als auch anderer Methoden zu testen (z.B. [Rei, BEE87b, BE88, HT85,
WK88, WSS91]).

Im vorliegenden Abschnitt wollen wir eine Optimierungsaufgabe vorstel-
len, bei der es darum geht, da� jedes Individuum eine Mannschaft von Spie-
lern ist, die eine vorgegebene Aufgabe durch kooperatives Verhalten gemein-
sam l�osen. Am Anfang ist dabei weder die Anzahl von Spielern pro Mann-
schaft Nmin, die mindestens n�otig ist, um die Aufgabe zu l�osen, noch die
detaillierte L�osung bekannt. Beide Antworten sollen m.H. des Evolutions-
algorithmus gefunden werden. Formal kann man die L�osung als Unterraum
des Kon�gurationsraumes der Dimension 2 Nmin au�assen.

Wir wollen weiterhin zeigen, da� selbst dann, wenn wir die ben�otigte
Anzahl von Spielern Nmin zur L�osung der Aufgabe kennten, es dennoch vor-
teilhaft sein kann, die L�osung zu �nden, indem man zuerst die L�osung eines
einfacheren Problems sucht, d.h. die Aufgabe mit N > Nmin Spielern l�ost,
und dann von dieser L�osung ausgehend N schrittweise verkleinert. Das L�osen
einer solchen Hierarchie von Problemen f�ur Nmin + K, Nmin + K � 1, . . . ,
Nmin + 1 und schlie�lich f�ur Nmin kann wesentlich e�ektiver sein, als das
direkte L�osen der Aufgabe f�ur Nmin Spieler.

Erachtens darin bestehen kausal starke Mutationsoperatoren zu entwickeln.
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Die Beschreibung des Problems

Angenommen, die M W�ande eines Raumes mit polygonialer Grund
�ache
sollen mit N punktf�ormigen Lampen vollst�andig ausgeleuchtet werden. Die
Frage, die uns hier interessieren soll, ist: Wieviele Lampen sind mindestens
n�otig, die W�ande des Raumes zu beleuchten, und wo m�ussen sie angebracht
werden?

Obwohl wir keinen Beweis f�ur NP -Vollst�andigkeit des Problems liefern
k�onnen, wird man wahrscheinlich vermuten, da� dieses Problem im allgemei-
nen Fall schwierig ist. F�ur den Fall, da� der Raum keine S�aulen enth�alt,
existiert ein Beweis f�ur die die obere Grenze f�ur die Zahl N von Lampen, die
notwendig ist, um die M W�ande des Raumes zu beleuchten [Fis78]. In die-
sem Fall ben�otigt man h�ochstens N = bM=3c Lampen, wobei bac den ganz-
zahligen Anteil von a bezeichnet. Abbildung 3.12 zeigt den Grundri� eines
Raumes, zu dessen Beleuchtung tats�achlich N = bM=3c Lampen n�otig sind.
In den allermeisten F�allen werden jedoch wesentlich weniger als N = bM=3c
Lampen ben�otigt. Falls der Raum S S�aulen polygonialer Querschnitts
�ache
enth�alt, so wird vermutet ([O`R87]), da� maximal N = b(M + S)=3c Lam-
pen ben�otigt werden, wobei M die Summe der W�ande des Raumes und der
S�aulen bezeichnet. Daf�ur gibt es jedoch bis jetzt noch keinen Beweis.

Ein verwandtes Problem ist das sogenannte
"
Galerienw�achter-Problem\

(Gallery Watchmen Problem) [Chv75]. Dabei ist die Frage zu beantworten,
wieviele (unbewegliche) W�achter mindestens n�otig sind, um alle W�ande eines
Museums mit polygonialem Grundri� beobachten zu k�onnen (z.B. [Ste94]),
bzw. in der dynamischen Formulierung: wie verl�auft der k�urzeste Pfad eines
Wachmanns um alle Punkte zu passieren von denen aus man insgesamt alle
W�ande des Museums einsehen kann? Es existieren viele verschiedene Formu-
lierungen dieses Problems und viel theoretische Arbeit ist auf diesem Gebiet
geleistet worden (z.B. [O`R87, Nta86, CN88, Nta92, NC91]). Eine technolo-
gisch interessante eindimensionale Variante eines dynamischen Wachmann-
Problems wurde m.H. eines Evolutionsalgorithmus von Heckman [Hec95] un-
tersucht. Eine Maschine besteht aus einer Anzahl von Greifern, die an einer
geraden Stange befestigt worden sind, die quer �uber einemF�orderband h�angt.
Die Steuerung der Maschine wurde optimiert, um Gegenst�ande zu ergreifen,
die auf diesem F�orderband transportiert werden. Der Algorithmus sollte ent-
scheiden welcher der Greifer das n�achste ankommende Teil aufnehmen soll.

Wir wollen annehmen, da� der Raum keine S�aulen besitzt, deshalb ist die
Anzahl der ben�otigten Lampen Nmin immer kleiner oder gleich einem Drittel
der Zahl der W�ande Nmin � bM=3c. Die Fitness F eines Individuums,
d.h. eines Sets von Lampen, wird durch die beleuchtete Fl�ache aller W�ande
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bestimmt:

Fi =

MP
i=1

ki

MP
i=1

li

; (3.46)

wobei ki die beleuchtete Fl�ache der i-ten Wand, und li die Gesamt
�ache die-
ser Wand ist. Die Fitness liegt also im Intervall F 2 [0; 1]. Im Verlauf der
Optimierung versuchen wir, F zu maximieren, indem wir die Positionen der
Lampen ver�andern. Die L�osung ist dann gefunden, wenn wir die minima-
le Anzahl der Lampen bestimmt haben, die ben�otigt werden, den Raum zu
beleuchten, d.h. F = 1. Die Funktion F ist also in den 2N dimensionalen
Raum der Koordinaten der N Lampen eingebettet. Diese Funktion kann
eine komplexe Topologie aufweisen, insbesondere Unstetigkeitsstellen, lokale
Extrema und 
ache langgestreckte Plateaus. Eine einfache Gradientenstra-
tegie w�urde also mit Sicherheit versagen, das Optimum zu �nden, und man
mu� folglich ein anderes Optimierungsverfahren anwenden.

Wir wollen die Optimierung unter Verwendung eines Evolutionsalgorith-
mus untersuchen, der in der Klassi�zierung nach Schwefel [Sch81b, Sch95]
vom Typ (�; �) ist. Jedes Individuum �, (� = 1 : : : �) in unserem Evoluti-
onsspiel ist ein Set von Nmax � N � Nmin Lampen, wobei Nmax = bM=3c
and Nmin die (unbekannte) minimale Anzahl von Lampen ist, die ben�otigt
werden, um den Raum zu beleuchten. Der Algorithmus startet mit � solcher
Individuen, die Koordinaten der Positionen ~S�i , i = 1 : : : N der Lampen wer-
den zuf�allig gew�ahlt. Die Optimierungsprozedur l�auft dann folgenderma�en
ab:

1. Die Individuen werden mutiert, indem die Positionen aller Lampen
ver�andert wird:

~S�i ! ~S�i +mw � ~A�
i ; (3.47)

wobei i 2 [1; N ] und � 2 [1; �]. Die Komponenten des zweidimen-

sionalen Vektors ~A�
i werden zuf�allig aus dem Intervall [0; 1] gew�ahlt.

Die Mutationsschrittweite mw ist konstant. Im zu verhindern, da� die
Individuen in tiefen lokalen Maxima steckenbleiben, wird die Position
einer Lampe mit einer sehr kleinen Wahrscheinlichkeit P vollst�andig
zuf�allig bestimmt.

2. Alle Individuen werden bez�uglich der Fitness-Funktion (3.46) bewertet.

3. Falls kein Set � 2 [1 : : : �] das Problem l�ost, d.h. F� 6= 1, so werden
die � Sets (Individuen) von Lampen mit den gr�o�ten Fitness-Werten
kopiert und in die n�achste Generation �ubernommen. Die verbleibenden
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� � � Individuen sterben aus. Die Schritte 1 bis 3 werden solange
wiederholt, bis wenigstens eines der Individuen die Fitness F� = 1
aufweist.

4. Falls wenigstens eines der Individuen die Fitness F = 1 hat, so ist die
L�osung des Problems gefunden und wir beginnen ausgehend von der
gefundenen L�osung das n�achstschwierigere Problem zu l�osen, d.h. wir
versuchen, dasselbe Optimierungsproblem zu l�osen, wobei aber nun je-
des Individuum nur mehr aus N � 1 Lampen besteht. Die L�osung des
vorangegangenen Problems mitN Lampen dient zur Initialisierung der
neuen Positionen der N � 1 Lampen pro Individuum: Das Gewinner-
Individuum mit der Fitness F = 1 wird � mal kopiert, und bei jedem
der neuen Individuen wird eine zuf�allig gew�ahlte Lampe entfernt. Da-
nach starten wir die neue Optimierungsaufgabe mit N � 1 Lampen,
beginnend mit Schritt 1.

Die beschriebene Prozedur wird ausgef�uhrt, bis keine neue L�osung mehr
gefunden werden kann.

Ergebnisse und Diskussion

Der vorgestellte Algorithmus wurde auf das Problem, einen Raum mit M =
82 W�anden und dem Grundri� nach Abbildung 3.13 zu beleuchten. Die
L�osung, in Abbildung 3.13 mitNmin = 10 Kreuzen (genaugenommen 9 Kreu-
zen und einem Stern) dargestellt wurde mit einer evolution�aren Optimierung
mit � = 60 Individuen gefunden. Die Optimierungsparameter waren � = 5,
P = 10�3 und mw = min(xmax; ymax) � 10�2, wobei xmax und ymax die maxi-
male Ausdehnung des Raumes in x- und y-Richtung bezeichnen.

In Abbildung 3.14 ist die Fitness FI des besten Individuums I �uber der
Anzahl der ben�otigten Evolutionsschritte aufgetragen. Dabei wurde mit ei-
nem Set von N = Nmin = 10 zuf�allig im Raum verteilten Lampen gestartet.
Die Fitness w�achst nicht monoton, sondern sie weist lange Phasen der Sta-
gnation auf, die von pl�otzlichen Spr�ungen unterbrochen werden. (Die Ab-
szisse ist logarithmisch aufgetragen!) Dieses Verhalten, das f�ur evolution�are
Algorithmen typisch zu sein scheint, wurde von mehreren Autoren bei der
Optimierung verschiedener Probleme beobachtet, z.B. [Rec73a], und theore-
tisch begr�undet (s. [EEF90a]).

Normalerweise kennen wir a priori die Anzahl Nmin von Lampen nicht,
die zur Beleuchtung des Raumes ben�otigt werden, und wir starten die Op-
timierung mit N0 > Nmin Lampen pro Individuum. Wir werden zeigen,
da� selbst dann, wenn wir diese Zahl kennten, es vorteilhaft w�are, zun�achst
das Optimum f�ur eine gr�o�ere Anzahl von Lampen zu suchen. Wir wollen
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nun demonstrieren und begr�unden, da� die Optimierung in diesem Falle viel
schneller verl�auft. In unserem Beispiel des Raumes nach Abbildung 3.13
fanden wir die L�osung bis zu etwa zehnmal schneller.

Um die Daten fair vergleichen zu k�onnen, m�ussen wir sicherstellen, da�
in jedem Evolutionsschritt etwa dieselbe Rechenzeit gerechnet wird, unbe-
ein
u�t von der Anzahl von Lampen, aus denen die Sets bestehen. Deshalb
w�ahlten wir die Anzahl der Individuen � nach

� = �max � Nmin

N0
; (3.48)

wobei �max = 60 die Anzahl der Individuen einer Optimierung, die mit Nmin

Lampen pro Individuum ausgef�uhrt wird. Folglich k�onnen wir die Anzahl der
Evolutionsschritte mit der Rechenzeit identi�zieren, wenn wir annehmen, da�
die Rechenzeit haupts�achlich zur Auswertung der Fitness-Funktion verwandt
wird, d.h. wenn die Rechenzeit ungef�ahr proportional der Gesamtzahl der
Lampen ist.

Abbildung 3.15 zeigt, da� der Algorithmus imMittel etwa zehnmal schnel-
ler ist, wenn mit Sets startet, die aus N0 = 16 Lampen bestehen, anstelle der
mindestens erforderlichen Nmin = 10 Lampen. Jeder Datenpunkt in dieser
Abbildung zeigt den Mittelwert der ben�otigten Optimierungsschritte, gemit-
telt �uber f�unf L�aufe mit verschiedenen Anfangskon�gurationen. Im Bereich
Nmin � N0 � 16 f�allt die Gesamtrechenzeit, wenn die Zahl der Lampen pro
Set zu Beginn der Simulation w�achst. Starten wir mit N0 > 16 so w�achst
die Rechenzeit langsam. F�ur dieses Verhalten sind zwei Mechanismen ver-
antwortlich:

1. Angenommen. wir suchen das Optimum durch stochastische Suche
und angenommen, es existiert eine einzige L�osung des Optimierungs-
problems mit Nmin Lampen. Wenn wir die Zeit, die ein einzelner Su-
cher ben�otigt, um eine bestimmte der Nmin Positionen zu �nden, mit �
bezeichnen, so ben�otigen N Sucher die Zeit

� � =
�

NNmin
; (3.49)

um irgendeine der Positionen zu �nden. Nehmen wir weiter an, da�
ein Sucher, der

"
seinen\ Platz gefunden hat, an diesem Platz verharrt,

bis die L�osung des Problems gefunden ist, so erhalten wir die Zeit, die
ben�otigt wird, um alle Positionen zu �nden, d.h. um das Problem zu
l�osen:

T (N) =
Nmin�1X
i=0

�

(N � i) (Nmin � i)
: (3.50)
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Ersetzen wir die Summe durch ein Integral, so �nden wir

T (N) � �

Nmin�
1

2Z
1

2

1

(N � x) (Nmin � x)
dx

=
� ln

�
2N�1

(2Nmin�1)(2N�2Nmin+1)

�
Nmin �N

: (3.51)

O�ensichtlich ist T (N) � T (N + 1) positiv, d.h. die triviale Aussage,
da� die L�osung mit N + 1 stochastischen Suchern schneller gefunden
wird als mit N , wird korrekt widergegeben.

Typischerweise sind die
"
Attraktorgebiete\ der Positionen keinesfalls

gleich gro�, sondern ihre Gr�o�e variiert stark. Die Positionen mit den
kleinsten

"
Attraktoren\ werden meist am Ende der Optimierung ge-

funden, und folglich wird die Rechenzeit stark von den letzten Termen
der Summe (3.50) bestimmt.

Abbildung 3.16 zeigt die Resultate der Optimierung, sowie die disku-
tierten Absch�atzungen.

2. Abbildung 3.15 zeigt, da� die Rechenzeit f�ur gro�e N0 schwach w�achst.
Vergleichen wir die gefundenen L�osungen f�ur verschiedene Set-Gr�o�en
N , so �nden wir, da� f�ur N0

<� 18 die Anfangsl�osung (f�ur N = N0)
h�au�g sehr dicht bei der endg�ultigen L�osung (f�ur N = Nmin) liegt.
Folglich kann die L�osung f�ur N � 1 Lampen oft sehr schnell gefunden
werden, indem man aus der schon bekannten L�osung f�ur N Lampen
einfach eine (die richtige!) Lampe fortnimmt und einige wenige Evolu-
tionsschritte ausf�uhrt (s. Abbildung 3.17).

F�ur N0
>� 18 unterscheiden sich die Anfangsl�osungen oft sehr stark von

der endg�ultigen L�osung, und folglich weichen die L�osungen der
"
be-

nachbarten\ Probleme f�ur N0, N0 � 1 : : : ; Nmin stark voneinander ab.
Die L�osungen f�ur gro�e Lampenzahlen N sind nicht wirklich and die
Geometrie des Raumes angepa�t, sondern sie sind eher das Resultat
einer zuf�alligen Suche. Insofern ist die L�osung f�ur N +1 Lampen kaum
hilfreich f�ur das Au�nden der L�osung mit N Lampen. Folglich w�achst
die Rechenzeit in Abbildung 3.15 etwas f�ur gro�e Werte von N . Nicht-
destotrotz ist der Algorithmus noch immer viel schneller, als wenn man
die evolution�are Suche direkt mit N = Nmin Lampen startete.

Abbildung 3.17 zeigt den Fortschritt der Optimierungsstrategie f�ur
N0 = f16; 18; 20; 22g Lampen pro Set in der Startkon�guration. Die
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Abbildung sollte von rechts nach links gelesen werden: Die Ordina-
te zeigt die Anzahl von Evolutionsschritten, die notwendig waren, das
Problem f�ur N Lampen zu l�osen. Im Falle des Laufes mit N0 = 18
Lampen wurde die endg�ultige L�osung f�ur N = Nmin fast sofort durch
wegnehmen von �uber
�ussigen Lampen gel�ost.

Die Situation erinnert etwas an das Lernverhalten eines neuronalen
Netzwerkes, das auf ein Zeichenerkennungsproblem angewandt wird:
Wenn das Netzwerk aus zu vielen Neuronen besteht, so wird das Er-
kennungsproblem gel�ost, indem jedes der Muster

"
auswendig\ gelernt

wird, anstatt die Muster hinsichtlich charakteristischer Eigenschaften
zu unterscheiden. Ein solches Netzwerk versagt, falls es ein unbekann-
tes, aber einem der gespeicherten Muster sehr �ahnliches Zeichen er-
kennen soll. Ein kleines Netzwerk, das gerade so gro� ist, da� es die
Erkenungsaufgabe erlernen kann, abstrahiert u.U. sehr gut, lernt aller-
dings sehr langsam. Dazwischen liegt oft ein optimaler Kompromi� f�ur
die Anzahl der Neuronen des Netzwerkes.

Zusammenfassung

Wir haben einen Evolutionsalgorithmus auf ein komplexes Optimierungs-
problem angewandt und dessen L�osungsverhalten studiert, bei dem jedes
Individuum eine

"
Mannschaft\ ist, die durch kooperatives Verhalten eine

Aufgabe l�osen sollten. Sowohl die
"
Mannschaftsst�arke\ N , als auch die

L�osung selbst waren zu Beginn der Optimierung unbekannt. Das Problem
galt als gel�ost, wenn die kleinste m�ogliche Mannschaft Nmin gefunden war,
f�ur die die Fitness-Funktion ihren maximalen Wert annimmt F = 1.

Wir habe gezeigt, da� es f�ur das untersuchte Problem vorteilhaft war, die
Optimierung mit einer gr�o�eren Zahl zu starten, als letztendlich zur L�osung
minimal n�otig war N0 > Nmin, und dann ausgehend von der L�osung f�ur N0

die L�osungen f�ur N0 � 1 . . .Nmin zu suchen, wobei die L�osung f�ur N + 1 als
Anfangskon�guration f�ur die Aufgabe mit N benutzt wurde. Wir fanden,
da� es in unserem Beispiel bis zu zehnmal weniger Rechenzeit erforderte, die
Kette der Aufgabe mit N0; N0 � 1; N0 � 2; : : : ; Nmin zu l�osen, als sofort mit
der L�osung f�ur Nmin zu beginnen. Formal betrachtet l�osen wir die Aufgabe
zun�achst in einem hochdimensionalen Raum mit Dimension 2N . Wenn diese
L�osung gefunden ist, so begeben wir uns schrittweise in den Raum mit 2Nmin

Dimensionen.
Die theoretische Grundlage der Geschwindigkeitssteigerung in h�oherer Di-

mension ist durch die Morse-Theorie gegeben [Mil63]. Das Morse-Lemma
sagt aus, da� (unter relativ schwachen Bedingungen) der Anteil der Sattel-
punkte einer Funktion an der Gesamtzahl seiner kritischen Punkte mit der
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Dimension w�achst. Folglich f�allt das Verh�altnis von Extrema und Sattel-
punkten mit wachsender Dimension. Die Bedeutung des Lemmas wird sehr
anschaulich in einer und zwei Dimensionen. Um von einem Punkt aus das
globale Maximum einer Funktion zu erreichen, so mu� man in einer Dimensi-
on durch alle lokalen Extrema zwischen dem Startpunkt und dem Maximum

"
hindurchlaufen\. In zwei Dimensionen kann man u.U. um die lokalen Ex-
trema

"
herumlaufen\ und folglich rechenzeitaufwendiges Steckenbleiben in

lokalen Extrema vermeiden. �Ahnlich funktioniert diese simple Erkl�arung in
h�oheren Dimensionen: je h�oher die Dimension, desto mehr Umwege f�uhren
um lokale Extrema herum, und desto kleiner ist die Wahrscheinlichkeit in
lokalen Extrema steckenzubleiben.

Wir vermuten, da� die vorgeschlagene Strategie vorteilhaft auf eine ganze
Reihe von Optimierungsproblemen angewandt werden kann. Die wichtigste
Eigenschaft dieser Aufgaben sollte sein, da� sie in andere Probleme transfor-
miert werden kann, wobei die L�osung des erweiterten Problemsmit einemPa-
rameterN die L�osung N� des urspr�unglichen Problems als Spezialfall enth�alt.
Unseres Erachtens geh�ort ein gro�er Teil der sogenannten Bedeckungsproble-
me zu dieser Klasse. Dabei besteht die Aufgabe darin, ein gegebenes Gebiet
mit einer kleinstm�oglichen Zahl von kleineren Fl�achen vollst�andig zu be-
decken. Die Kenntnis der L�osung einer solchen Bedeckungsaufgabe mit N
Fl�achen ist sehr wahrscheinlich n�utzlich zur L�osung der Aufgabe mit N � 1
Fl�achen.

problems" Biol. Cyber. 52, 141{152.

Lecture notes in computer science, 840 (Springer, Berlin).

3.7 Robuste Mutationsverteilungen in konti-

nuierlichen Suchr�aumen

(C. Kappler)

Evolution�are Algorithmen sollen robust sein. Das hei�t, der Algorithmus
soll zuverl�assig ein beliebiges Problem optimieren { ohne da� erst geeignete
Parametereinstellungen des Algorithmus gesucht werden m�ussen.

Wir wollen uns hier auf den Ein
u� der Mutationsverteilung auf die Ro-
bustheit des Algorithmus konzentrieren. Im folgenden schlagen wir einige
Eigenschaften von einfach zu ziehenden Mutationsverteilungen, die zu robu-
sten Suchalgorithmen f�uhren, vor (kurz: \robuste Mutationsverteilungen").
Wir untersuchen �ublicherweise benutzte Mutationsverteilungen auf diese Ei-
genschaften hin, und konstruieren eine Familie von Verteilungen, die alle
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genannten Eigenschaften aufweist. Schlie�lich testen wir alle Mutationsver-
teilungen am Rastriginproblem.

Eine im obigen Sinne ann�ahernd robuste Mutationsverteilung wurde auch
erfolgreich f�ur eine Molekulardynamik Simulation eingesetzt (Details s. Ka-
pitel 5.2).

Wir beschr�anken uns im folgenden auf faktorisierende Mutationsverteilun-
gen P (~x) =

Q
i f(xi), d. h. Verteilungen, die erlauben, jede Koordinate un-

abh�angig von den anderen zu ziehen. Dies macht das Ziehen bequemer.

Es ist intuitiv einleuchtend, da� robuste Mutationsverteilungen die fol-
genden Eigenschaften haben sollten:

R. Keine bestimmte Richtung wird bevorzugt untersucht, d. h. die Ver-
teilung mu� rotationssymmetrisch sein. Auf diese Weise wird keine
Annahme �uber die Geometrie der Suchlandschaft gemacht.

G. Es ist m�oglich, gelegentlich weit entfernte Punkte des Suchraumes zu
testen. Diese globale Suchf�ahigkeit verhindert, da� der Algorithmus in
lokalen Optima steckenbleibt. Mathematisch ausgedr�uckt: die Mutati-
onsverteilung mu� f�ur gro�e Radien abfallen wie ein Potenzgesetz, und
nicht exponentiell.

L. Andererseits mu� auch lokale Suche m�oglich sein, damit eine einmal
gefundene L�osung verfeinert werden kann. Mathematisch ausgedr�uckt:
die Mutationsverteilung mu� sich f�ur kleine Radien entwickeln wie
P (r)/r�; � � 0.

All dies sind zun�achst einmal Vorschl�age. Weiter unten untersuchen wir,
inwieweit jede dieser Eigenschaften zur Robustheit eines evolution�aren Algo-
rithmus beitr�agt.

Zun�achst betrachten wir die �ublichste Art von Mutationen, bei der jede der
n Koordinaten nach einer Gau�verteilung gezogen wird. O�enbar ist die Ge-
samtverteilung dann rotationssymmetrisch. Globale und lokale Suche sind
hingegen nicht m�oglich: Die Wahrscheinlichkeit, einen bestimmten Radius
zu ziehen ist �2 verteilt, und f�allt demnach exponentiell ab, und steigt an
wie rn�1 { d. h. sehr langsam. Gau�verteilte Mutationen sollten demnach
nicht zu einem robusten Suchalgorithmus f�uhren.

In der Literatur [SH87, YL96], unter anderem im Rahmen von EVOALG
(s. [Kap96] und ZwischenberichteNr. 3{5), wird vorgeschlagen n-dimensionale
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Cauchyverteilung

P (~x) =
�(n+1

2 )

�
n+1

2

M �

(�2 + j~xj2)n+12 ; �>0;M M (3.52)

als Mutationsverteilung zu benutzen, Durch einen Trick ist es m�oglich, jede
Koordinate getrennt zu ziehen. Auch diese Verteilung ist o�enbar rotations-
symmetrisch. Au�erdem gilt

P (r) =
2�(n+12 )

�(n
2
)�

1

2

rn�1
1

(�2 + r2)
n+1

2

; (3.53)

d. h. die Gesamtverteilung f�allt ab mit einem Potenzgesetz, und globale Su-
che ist m�oglich. Lokale Suche ist, aus den gleichen Gr�unden, wie bei der
Gau�verteilung, jedoch nicht m�oglich.

Ingber [Ing89] schlug vor jede Koordinate nach

P (xi) =

8<
: (2 ln(

xcut
i

�
+ 1))�1 1

�+jxij
; jxij < xcut

i

0 otherwise
(3.54)

zu ziehen. Diese Verteilung f�allt ab wie 1=x und kann daher nicht normalisiert
werden, ohne an einem Wert xcut abgeschnitten zu werden. Dadurch werden
zus�atzliche Parameter eingef�uhrt. Die Gesamtverteilung ist in diesem Fall
nicht rotationssymmetrisch. Globale Suche ist m�oglich, da P (r)/ r�1, wie
weiter unten gezeigt wird. Lokale Suche scheitert aber, genau wie f�ur die
Gau�- und die Cauchyverteilung an einer Entwicklung P (r)/rn�1 f�ur kleine
r.

Um die bisherigen Ergebnisse zusammenzufassen: keine der bisher be-
trachteten Verteilungen hat alle von uns geforderten Eigenschaften, und soll-
ten demnach nicht zu robusten Suchalgorithmen f�uhren.

Wie sollte also eine Mutationsverteilung aussehen, die alle Eigenschaften
(R.), (G.) und (L.) aufweist?

R. um eine rotationssymmetrische Mutationsverteilung zu erhalten, darf
die Gesamtverteilung nur eine Funktion des Radius sein: P (~x)=f(r).

Man beachte, da� alle faktorisierenden rotationssymmetrischen Vertei-
lungen die Form P (~x)/ exp[f(

P
x2i )], solange man kartesische Koordinaten

benutzt.
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G. Wenn jede Koordinate nach einer Verteilung gezogen wird, die abf�allt
wie P (r)/r�, dann gilt

P (r) / rn(1��)�1; r gro�; (3.55)

Dieses Ergebnis erh�alt man �uber die Methode der Funktionen [vK81].
D. h. wenn die eindimensionale Verteilung, nach der die einzelnen
Koordinaten gezogen werden, wie ein Potenzgesetz abf�allt, dann f�allt
auch die Verteilung des Radius wie ein Potenzgesetz ab.

L. Wenn jede Koordinate nach einer Verteilung gezogen wird, die f�ur klei-
ne xi entwickelt wird wie P (xi)=1=2c+ ddots, mit c>0, dann wird die
Verteilung der Radien entwickelt wie

P (r) =
1

(2c)n
Sn(r); r klein; (3.56)

wobei Sn(r) die Ober
�ache der n-dimensionalen Hyperkugel ist. Die-
ses Ergebnis kann durch direkte Integration und vollst�andige Induktion
�uber n gezeigt werden. Es ist einfach zu verstehen: Es gibt genau einen
Vektor ~x vomUrsprung zu einem bestimmten Punkt auf der Ober
�ache
der Hyperkugel Sn(r). Die Wahrscheinlichkeit, diesen Vektor zu ziehen
ist 1=(2c)n, und es gibt Sn(r) solche Vektoren mit Radius r. Daher ist
die Wahrscheinlichkeit, einen Vektor der L�ange r zu ziehen wie oben
angegeben. Das bedeutet, solange man kartesische Koordinaten ein-
zeln nach einer nicht-singul�aren Verteilung zieht, bekommt man eine
Gesamtverteilung die ansteigt wie P (r) / rn�1 oder langsamer { also
keine lokale Suche.

Aus all dem folgt, da� man am besten n-dimensionale sph�arische Koor-
dinaten benutzt. Die Winkel zieht man gleichverteilt, und den Radius nach

P�(x) =
���

�
sin(

�

�
)

1

�� + x�
; � > 1; � > 0; (3.57)

Durch Variation von � kann die St�arke des Abfalls, und damit die Intensit�at
der globalen Suche variiert werden. F�ur � = 2 wird diese Verteilung zur
Cauchyverteilung (s. Gl. 3.52), f�ur � = 1 wird sie zu Ingber's Verteilung
(s. Gl. 3.54).

Eine andere M�oglichkeit Mutationsverteilungen mit den gew�unschten Ei-
genschaften zu erhalten k�onnte in Schrittweitenadaptation [BS93, Rec73b]
bestehen. Ein einfacher numerischer Test schien dies nahezulegen. Detail-
lierte Untersuchungen zu diesem Punkt wurden allerdings nicht durchgef�uhrt.
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Bisher haben wir nur Plausibilit�atsargumente pr�asentiert, um die geforder-
ten Eigenschaften Rotationssymmetrie, globale, und lokale Suchf�ahigkeit zu
rechtfertigen. In diesem Abschnitt stellen wir ein numerisches Experiment
vor, in dem wir Mutationsverteilungen mit verschiedenen Eigenschaften te-
sten.

Gesucht sind robuste Suchalgorithmen. In diesem Abschnitt wollen wir
darunter die F�ahigkeit verstehen, eine gute L�osung zu �nden, ohne da� die
Parameter des Algorithmus, insbesondere die Breite der Mutationsverteilung
�, speziell eingestellt werden m�ussen. Konkret messen wir die Zeit, die der
Algorithmus mit Mutationsverteilung P (x) ben�otigt, eine L�osung mit Fitne�
V >Vstop zu �nden, wobei Vstop eine gute L�osung ist. Der robusteste Algo-
rithmus hat (i) das breiteste Fenster in �, in dem die Konvergenzzeit t(�)
kurz ist, und (ii) m�oglichst auch die k�urzeste minimale Konvergenzzeit tmin.
Da wir nur das Konvergenzverhalten in einer einzigen Landschaft betrach-
ten, wird das in der Einleitung erw�ahnte Kriterium \robuste Konvergenz
unabh�angig von der Suchlandschaft" also ausgelassen. Stattdessen w�ahlen
wir ein als besonders schwierig bekanntes Testproblem.

Das Testproblem ist die Rastriginlandschaft mit der Fitne�

V (~x) =
nX
i=1

[x2i � 10 cos(2�xi)] + 10n: (3.58)

Wegen der gro�en Anzahl lokaler Maxima ist diese Landschaft als besonders
schwierig bekannt.[Rec73b, Sch77a] Das globale Maximum ist im Ursprung
mit V (~0)=0. Der Einfachheit halber, und ohne Beschr�ankung der Allgemein-
heit, benutzen wir eine (1+1) Strategie. Wir setzen die Dimension n= 10
und starten den Algorithmus bei xi = 102 8i, d. h. V = 105. Wir w�ahlen
Vstop=500.

Die unten angegebenen Mutationsverteilungen wurden getestet, geord-
net nach ihren Eigenschaften { dabei bedeutet \kartesisch", da� jede kar-
tesische Koordinate xi wird nach der angegebenen Verteilung gezogen wird.
\Sph�arisch" bedeutet, da� sph�arische Koordinaten benutzt werden, mit gleich-
verteilten Winkeln, und einem Radius der nach der angegebenen Verteilung
gezogen wird.

keine kartesischer Ingber (s. Gl. 3.54) mit xcuti =10�1 8i, d. h. die Funktion
wird, im Vergleich zur Gesamtdistanz, die zur�uckgelegt werden mu�,
extrem kurz abgeschnitten.

R. kartesischer Gau�.

G. kartesischer Cauchy (s. Gl. 3.52),
kartesischer Ingber mit xcuti =1038i, d. h. die Verteilung wird bei einem
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Wert abgeschnitten, der erheblich gr�o�er ist, als der gr�o�te der ben�otigt
wird.

R,L. sph�arischer Gau�

R,G,L. sph�arischer Cauchy,
sph�arischer Ingber mit rcut = 103,
sph�arisches P� (s. Gl. 3.57) mit verschiedenen Werten f�ur �.

Abb. ?? zeigt das Ergebnis. Am besten schneiden die Verteilungen ab,
die alle Kriterien erf�ullen. Sie haben sowohl das breiteste Fenster in t(�),
als auch die kleinsten Werte von tmin. F�ur die Verteilungen P� zeigen wir
nur zwei repr�asentative Beispiele. F�ur 1<�<2. f�uhren zu Kurven zwischen
denen von sph�arischen Cauchy (�=2) und sph�arischem Ingber (�=1). F�ur
� > 2 n�ahern sie sich der Kurve f�ur sph�arischen Gau�. Am schlechtesten
schneidet der zu kurz abgeschnittene, kartesische Ingber, der keine der ge-
forderten Eigenschaften besitzt, ab, gefolgt von kartesischem Gau�, der nur
rotationssymmetrisch ist.

Nun betrachten wir den Ein
u� der verschiedenen Eigenschaften im ein-
zelnen. Die Unf�ahigkeit global zu suchen sollte sich bei kleinen Werten der
Breite der Verteilung � zeigen: Es sind dann relativ mehr Schritte n�otig
um zu konvergieren, weil der Algorithmus in lokalen Optima steckenbleibt.
Tats�achlich hat die Kurve f�ur sph�arischen Gau� eine steilere (linke) Flanke,
als die der anderen sph�arischen Verteilungen. Zudem ist diese Flanke um
so 
acher, je langsamer die Mutationsverteilung abf�allt, d. h. je mehr die
globale Suche betont wird.

Dieses letzte Ergebnis w�urde man nicht von vorneherein erwarten. Die
Frage ist: wie h�au�g sollte der Algorithmus global suchen? Je intensiver
die globale Suche, desto mehr wird die lokale Suche vernachl�assigt. Dieser
E�ekt wird (bei gleichem Abfallexponenten �) um so ausgepr�agter, je h�oher
die Dimension ist, da relativ immer mehr Volumen weiter weg vorhanden
ist. Daher w�urde man eigentlich erwarten, da� es einen idealen Exponenten
� gibt, und Mutationsverteilungen, die langsamer oder schneller abfallen,
weniger gute Ergebnisse liefern. Dies ist jedoch nicht der Fall. Im Bereich
der getesteten Exponenten gilt: je langsamer der Abfall, desto besser, und
damit schneidet Ingbers Funktion am besten ab.

Das Problem mit Ingbers Funktion ist jedoch die Wahl von xcut. Wie
aus Abb. ?? gut ersichtlich, verdirbt eine zu kleine Wahl dieses Wertes das
Ergebnis. Eine gute M�oglichkeit w�are eine Mutationsverteilung P� mit �
gerade gr�o�er eins, so da� die Funktion normierbar bleibt.

Die Unf�ahigkeit lokal zu suchen sollte sich hingegen bei gro�en Werten
von � zeigen: Je gr�o�er �, desto gr�o�er der kleinste (noch mit einiger Wahr-
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scheinlichkeit) m�ogliche Suchschritt. D. h. der Algorithmus kommt nur auf
eine bestimmte Distanz an das Optimum heran. Tats�achlich, Kurven von
Mutationsverteilungen, die lokale Suche ausschlie�en, d. h. die Kurven aller
kartesischen Verteilungen, steigen f�ur gro�e � erheblich steiler an, als die
Kurven sph�arischer Verteilungen.

Der Ein
u� der Rotationssymmetrie ist aus diesem Experiment nicht er-
sichtlich. Man m�u�te eine Mutationsverteilung konstruieren, die sowohl lokal
als auch global sucht, ohne rotationssymmetrisch zu sein.

Das Ziel dieser Arbeit war, robuste Evolution�are Algorithmen zu konstru-
ieren, d. h. Algorithmen, die zuverl�assig f�ur viele verschiedene Probleme
funktionieren, ohne eine spezielle Einstellung ihrer Parameter zu ben�otigen.
In diesem Zusammenhang haben wir die Rolle der Mutationsverteilungen
betrachtet. Wir haben verschiedene Eigenschaften vorgeschlagen, die Mu-
tationsverteilungen, die zu robusten Suchalgorithmen f�uhren, erf�ullen soll-
ten: Rotationssymmetrie, globale Suchf�ahigkeit, und lokale Suchf�ahigkeit.
Gemeinhin benutze Mutationsverteilungen erf�ullen nicht alle dieser Kriteri-
en. Wir haben daher geeignete Verteilungen vorgeschlagen. Sie benutzen
sph�arische Koordinaten, und fallen f�ur gro�e Radien m�oglichst langsam ab,
nach einem Potenzgesetz. Ein numerisches Experiment best�atigt, da� Muta-
tionsverteilungen mit den vorgeschlagenen Eigenschaften zu den robustesten
Suchalgorithmen f�uhren.

3.8 Die analytische Formulierung der (�; �)-
Strategie

3.9 Optimierungmittels Brownscher Teilchen

(B. Tilch)

Das Modell gepumpter Brownscher Teilchen wurde entwickelt, um Systeme
zu modellieren, in denen die Energieaufnahme, -speicherung und -umsetzung
eine relevante Modelleigenschaft ist [ESTCht]. Dies betri�t biologische Sy-
stem, z. Bsp. Bakterien, aber technischnische Systeme wie autonome Robo-
ter bzw. Fahrzeuge k�onnen auf einer abstrakten Ebene ebenfalls mit solchen
Annahmen modelliert werden.

Da auch die Boltzmann Strategie zur Optimierung mit Brownschen Teil-
chen modelliert werden kann [AER97], stellt sich die Frage, ob auch das
Modell Brownscher Teilchen mit innerem Energiespeicher in der Lage ist,
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Optimierungsprobleme zu l�osen und welche Gemeinsamkeiten und Unter-
schiede im Vergleich mit der Boltzmann Strategie vorhanden sind.

Der Energiespeicher e der Teilchen wird durch einen kontinuierlichen posi-
tiven Energiestrom q0 gef�ullt. Mit einer konstanten Rate c dissipiert Energie
aus dem Speicher. Weiterhin wird gespeicherte Energie mit einer Rate d(v)
in kinetische Energie umgewandelt. F�ur d(v) wird der Ansatz

d(v) = d2v
2 (3.59)

gew�ahlt. Man erh�alt mit diesen Annahmen folgendes dynamisches Modell
f�ur ein Brownsches Teilchen, das am Ort x mit der Geschwindigkeit v und
der Energiemenge e im Speicher angetro�en wird.

_x = v

m _v = �
v �rF + d2ve+
p
2D�(t) (3.60)

_e = q0 � ce� d2v
2e

Der Parameter 
 modelliert eine Reibungskraft, F ist die Fitne�, die
gleichzeitig als Potential auf die Bewegung des Teilchen wirkt. Dieser An-
satz sucht also generell nach den Minima in der Fitne�. �(t) ist eine wei�e
Rauschquelle, h�(t)i = 0; h�(t); �(t0)i = �(t� t0), der St�arke D. Die Masse m
wird im weiteren m = 1 gesetzt.

Betrachtet man den Limes der Energieumsetzung gegen Null, d.h. d2 !
0, so erh�alt man das Modell einfacher Brownscher Teilchen in einemKraftfeld
F , das im �uberd�ampften Fall der Boltzmann Strategie entspricht.

Es wurde numerisch der Fall eines Doppeltopfpotentials mit der Glei-
chung F (x) = 0:16 + 0:0278x2(0:16667x � 0:9)(0:16667x + 0:8) untersucht.
Bei diesem Potential liegt das globale Minimum auf der positiven Halbachse
und ein lokales auf der negativen. Es wurden 10000 Teilchen simuliert, die
alle mit leerem Energiespeicher am Ort x = 0 mit (0;D=
)-gau�verteilten
Geschwindigkeiten starteten. Es wurden Ortsverteilungen und die mittlere
Fitne� f�ur verschiedene Werte des Energie�ubertrages d2 untersucht. Durch
die obige Wahl der Parameter sind die Ergebnisse der Simulationen mit de-
nen aus [AER97] vergleichbar. In Abb. 3.18 ist die zeitliche Entwicklung der
mittlerem Fitne� aufgetragen.

F�ur den Fall verschwindenden Energie�ubertrages gleicht die zeitliche Ent-
wicklung von hF i der einer Boltzmannstrategie. Erh�oht man den Parameter
d2 f�allt die mittlere Fitne� zu Beginn der Simulation schneller ab, erreicht
aber dann im Grenzwert gro�er Zeiten einen schlechteren Wert. Weiterhin
erkennt man, das bei h�oheren Werten f�ur d2 ein Einschwingvorgang durchlau-
fen wird, dessen Amplitude ebenfalls mit d2 ansteigt. Bei allen Simulationen
�nden die Teilchen das globale Minimum.
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In Abb. 3.19 ist die Ortsverteilung bei verschiedenen Zeiten f�ur zwei
Werte von d2 aufgetragen. F�ur den Fall d2 = 0:0 ergibt sich die gleiche Ent-
wicklung der Ortsverteilung wie bei einer Boltzmann-Strategie mit kleiner
Temperatur. F�ur nicht verschwindenden Energie�ubertrag verschmelzen die
beiden Maxima der Verteilung und es ergibt sich eine breite Verteilung. Qua-
litativ gleichartige eingip
ige Verteilungen ergeben sich bei Durchf�uhrung
einer Boltzmann-Strategie mit hoher Temperatur.

Die Annahme, da� die Sucher einen inneren Energiespeicher besitzen, aus
dem kontinuierlich Energie in kinetische Energie umgewandelt wird, erzeugt
eine dem Erh�ohen der Temperatur �aquivalente Ortsverteilung der Sucher.

Eine breitere Verteilung bedeutet, da� die Teilchen lokale Minima schnel-
ler verlassen k�onnen, da sie mit gr�o�erer Wahrscheinlichkeit, die sie umge-
benden Potentialberge hinaufwandern k�onnen. Die Hinzunahme des Ener-
giespeichers kann also Boltzmann-Suchern das Verlassen lokaler Minima auch
bei tiefen Temperaturen erm�oglichen.

Im vorigen Abschnitt interessierte vor allem der Vergleich des Modells mit der
Boltzmann Strategie. Aufgrund der Anfangsbedingungen fanden die Teilchen
immer das globale Minimum. In diesem Abschnitt soll untersucht werden, ob
das globale Minimum auch bei ung�unstigen Anfangsbedingungen gefunden
wird. Dazu wurde die als Startposition aller Teilchen x = �5 gew�ahlt, so da�
die Teilchen zuerst das lokale Minimum bei x = �3:8 �nden. Anhand der
zeitlichen Entwicklung der kleinsten Fitne�werte in Abb. 3.20 sieht man, da�
mit steigendem Energie�ubertrag d2 das lokale Minimum schneller verlassen
wird und somit das globale Minimum in k�urzerer Zeit gefunden wird.

Es wurde gezeigt, da� mit Hilfe des Modells Brownscher Teilchen mit inne-
rem Energiespeicher Optimierungsproblemeprinzipiell gel�ost werden k�onnen.
Dieses Modell hat als Grenzfall verschwindendenEnergie�ubertrages vom Spei-
cher in kinetische Energie die bekannte Boltzmann Strategie. Das Hinzu-
nehmen eines Energie�ubertrages bei festgehaltenen Parametern entspricht
entspricht einer Temperaturerh�ohung im Fall der Boltzmann Strategie.

Es wurde am einfachen Beispiel eines Doppeltopfpotentiales gezeigt, das
das globale Optimum mit steigendem Energie�ubertrag schneller gefunden
wird. Die Ortsverteilung wird breiter und die mittlere Fitne� nimmt zu.
Deshalb k�onnen die Teilchen leichter das lokale Minimum verlassen.
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3.10 Erstellte Software

3.10.1 PDE2D

(U. Erdmann)

ImVerlaufe des Projekts wurde, basierend auf der FORTRANRoutine PDET-
WO, ein Programm zur Simulation von Systemen partieller Di�erentialglei-
chungen parabolischen Typs f�ur r�aumlich 2-dimensionale Probleme mit glo-
baler Kopplung erstellt, die sich wie folgt formulieren lassen:
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Es sind Probleme mit Kreuzdi�usion l�osbar:
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Die Randbedingungen k�onnen wie folgt angegeben werden:

ahu+ bh
@u

@y
= ch

avu+ bv
@u

@x
= cv

a; b; c sind Vektoren der L�ange n, wie u und @u
@x
; deren Komponenten wieder

von t; x; y abh�angen. Das Programm verwendet die Routine PDETWO aus
dem Paket PDELIB (NIST Guide to Available Math Software), die als freie
Software erh�altlich ist.

ImGegensatz zu meist verwendeten schnellen expliziten L�osungsverfahren
verwendet diese Routine auch implizite Diskretisierungsmethoden. Der Vor-
teil der impliziten Verfahren ist die Stabilit�at der numerischen L�osung un-
abh�angig von der Wahl des Zeitschrittes. W�ahrend bei expliziten Verfahren
deren Stabilit�at immer vom Verh�altnis Zeit- zu Ortsdiskretisierung, z.B. im
Falle des F�unfpunkt-Laplace-Operators:

�t

(�r)2
� 1

4
(3.61)

abh�angt, d.h. bei h�oherer Au
�osung im Ortsraum mu� ich den Zeitschritt
entsprechend st�arker verringern, so da� die Rechenzeit sich um einiges verz�ogert,
ist das implizite Verfahren f�ur alle Quotienten �t

(�r)2
stabil, was die freie Wahl

der Ortsgenauigkeit l�a�t. Will man ein Problem auf gro�en Zeitskalen mit
hoher Genauigkeit l�osen, sind implizite Verfahren aufgrund ihrer Stabilit�at
beimL�osungsverhalten imVorteil. Liegt der Quotient �t

(�r)2
jedoch imBereich

der Stabilit�at des expliziten Verfahrens, ist dieses schneller als das implizi-
te Verfahren mit demselben Quotienten, da beim impliziten Verfahren bei
jedem Zeitschritt ein N-faches (N ist die Anzahl der Gitterpunkte im Orts-
raum) simultanes Gleichungssystem, welches auch mehr Arbeitsspeicherplatz
zum Abspeichern der Matrizen ben�otigt, gel�ost wird.

Das erstellte Programm l�a�t dem Anwender die Wahl, ob ein explizites
(hier R�uckw�artsdi�erenzen) oder implizitesVerfahren (hierAdams-Methode)
verwendet werden soll. Oben erkl�arte Vorteile der einzelnen Verfahren kann
der Anwender also frei abw�agen.

Zur weiteren Optimierung der Rechenzeit ist in PDE2D adaptive Schritt-
weitenanpassung bez�uglich des Zeitschrittes integriert. Die partielle Di�e-
rentialgleichung wird dabei wie folgt betrachtet:

At = f (x; y;Ax; Ay; Axx; AyyAxy)
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mit A = A (x; y; t) und Axy = @2A
@x@y

. In dieser Form kann man At als
gew�ohnliche Di�erentialgleichung betrachten, wenn die abh�angigen Varia-
blen schon bestimmt sind. Die adaptive Schrittweitenanpassung bezieht sich
jetzt auf die Diskretisierung dieser gew�ohnlichen Di�erentialgleichung. Wenn
f (:::) stark gekr�ummt ist, wird der Zeitschritt runtergesetzt, w�ahrend bei ge-
ringer Kr�ummung von f (:::) ein gro�er Zeitschritt gew�ahlt wird.

Wie schon erw�ahnt ist PDE2D in der Lage Systeme mit globaler Kopp-
lung zu l�osen. Zur Diskretisierung des Integrals wurde die erweiterte Simpson-
Regel verwendet.(siehe \Numerical Recipes Fortran")

Zur erleichterten Handhabung wurde noch ein shell script erstellt, wel-
ches die einzelnen kommentieren Programmteile in einen Editor l�adt und
letztendlich PDE2D mit dem konkreten Problem implementiert startet.

3.10.2 ArtEvo

NAME: libea.a

BESCHREIBUNG:

ArtEvo ist eine Programmbibliothek zur Implementie-
rung beliebiger Strategien auf beliebigen Suchr�aumen.
Folgende Suchr�aume sind eingebunden:

� N-dimensionaler reeller Raum

� N-dimensionaler ganzzahliger Raum

� Sequenzr�aume �uber beliebigen Alphabet

� Raum aller Graphen �uber N Punkten

Fitne�funktionen:

engel Engel-Sequenzen
merit LABS-Problem
Netzwerkproblem
parabel N-dimensionale Parabel
hill N-dimensionale umgekehrte Parabel
rosenbrock 2-dimensionale Rosenbockfunktion
treppe N-dimensionale Treppenfunktion
shekel 2-dimensionale Shekelfunktion
rastrigin N-dimensionale Rastriginfunktion
sparabel N-dimensionale Schwefels Parabel
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schwefel N-dimensionale Schwefelfunktion
griewangk N-dimensionale Griewangkfunktion
gauss N-dimensionale Gau�sche Zufallslandschaft
dwell N-dimensionaler Doppeltopf

Die einzelnen Optimierungsstrategien sind in den folgenden Programmen
realisiert.

AUTOREN:Maik Kschischo, Helge Ros�e (rose@summa.physik.hu-berlin.de)

3.10.3 Mix

NAME: mix [-h][-d <dir>][-v <level>]

OPTIONEN:

-h : Hilfe
-d : Arbeitsdirectory mit Parameter�le mix.para
-v : Verbose
ag

BESCHREIBUNG:

Das Programm implementiert Algorithmen zur Opti-
mierung von Problemen mit N-dimensionalem reellen
Suchraum. Folgende Strategien sind verf�ugbar:

� anneal: Boltzmannstrategie mit und ohne Annealing.

� mixed: Gemischte Strategie mit und ohne Annealing.

� adaptive: Self Annealing Strategie.

� turnier: Darwinstrategie mit Turnierselektion.

� perfmix: Performancebestimmung der gemischten Strategie f�ur ver-
schiedene Populationsgr�o�en und Laufzeiten.

PARAMETER: Parameter�le: mix.para

Runs Anzahl der Runs
Populationsize Populationsgr�o�e
Dimension Problemdimension
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Generations Generationen
x0 Startpunkt
dx0 Mutationsschrittweite
Delta Anfangsvarianz der Population
Temperature Temperatur
Tvariance Temperaturvarianz
Annealing Annealingfaktor
TMutStrength Mutationsst�arke der Temperatur
TMutProb Mutationswahrscheinlichkeit der Temperatur
TSelProb Selektionswahrscheinlichkeit der Temperatur
SelProb Selektionswahrscheinlichkeit
MutProb Mutationswahrscheinlichkeit
AB�le File der Anfangsbedingung
Writestep Speicherperiode
Savemode Speichermode
Mode Optimierungsstrategie
Fitne� Fitne�funktion

AUTOR: Helge Ros�e (rose@summa.physik.hu-berlin.de)

3.10.4 XMix

NAME: xmix [-h][-d <dir>][-v <level>]

OPTIONEN:

-h : Hilfe
-d : Arbeitsdirectory mit Parameter�le mix.para
-v : Verbose
ag

BESCHREIBUNG:

Graphische Version von mix auf der Basis der Graphik-
bibliothek XForms. Als Strategien sind verf�ugbar:

� anneal: Boltzmannstrategie mit und ohne Annealing.

� mixed: Gemischte Strategie mit und ohne Annealing.

� adaptive: Self Annealing Strategie.

� turnier: Darwinstrategie mit Turnierselektion.
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� perfmix: Performancebestimmung der gemischten Strategie f�ur ver-
schiedene Populationsgr�o�en und Laufzeiten.

PARAMETER: Parameter�le: mix.para

Runs Anzahl der Runs
Populationsize Populationsgr�o�e
Dimension Problemdimension
Generations Generationen
x0 Startpunkt
dx0 Mutationsschrittweite
Delta Anfangsvarianz der Population
Temperature Temperatur
Tvariance Temperaturvarianz
Annealing Annealingfaktor
TMutStrength Mutationsst�arke der Temperatur
TMutProb Mutationswahrscheinlichkeit der Temperatur
TSelProb Selektionswahrscheinlichkeit der Temperatur
SelProb Selektionswahrscheinlichkeit
MutProb Mutationswahrscheinlichkeit
AB�le File der Anfangsbedingung
Writestep Speicherperiode
Savemode Speichermode
Mode Optimierungsstrategie
Fitne� Finessfunktion

AUTOR: Helge Ros�e (rose@summa.physik.hu-berlin.de)

3.10.5 SAS

NAME: sas [-h][-d <dir>][-v <level>]

OPTIONEN:

-h : Hilfe
-d : Arbeitsdirectory mit Parameter�le mix.para
-v : Verbose
ag

BESCHREIBUNG:

Graphische verbesserte Version von mix auf der Ba-
sis der Graphikbibliothek XForms. Folgende Strategien
sind verf�ugbar:
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� anneal: Boltzmannstrategie mit und ohne Annealing.

� mixed: Gemischte Strategie mit und ohne Annealing.

� adaptive: Self Annealing Strategie.

� turnier: Darwinstrategie mit Turnierselektion.

� perfmix: Performancebestimmung der gemischten Strategie f�ur ver-
schiedene Populationsgr�o�en und Laufzeiten.

PARAMETER: Parameter�le: mix.para

Runs Anzahl der Runs
Populationsize Populationsgr�o�e
Dimension Problemdimension
Generations Generationen
x0 Startpunkt
dx0 Mutationsschrittweite
Delta Anfangsvarianz der Population
Temperature Temperatur
Tvariance Temperaturvarianz
Annealing Annealingfaktor
TMutStrength Mutationsst�arke der Temperatur
TMutProb Mutationswahrscheinlichkeit der Temperatur
TSelProb Selektionswahrscheinlichkeit der Temperatur
SelProb Selektionswahrscheinlichkeit
MutProb Mutationswahrscheinlichkeit
AB�le File der Anfangsbedingung
Writestep Speicherperiode
Savemode Speichermode
Mode Optimierungsstrategie
Fitness Fitne�funktion

AUTOR: Helge Ros�e (rose@summa.physik.hu-berlin.de)

3.10.6 MMix

NAME: mmix [-h][-d <dir>][-v <level>]

OPTIONEN:
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-h : Hilfe
-d : Arbeitsdirectory mit Parameter�le mix.para
-v : Verbose
ag

BESCHREIBUNG:

Das Programm optimiert das LABS-Problem mit Hil-
fe der gemischten Strategie. Folgende Strategien sind
verf�ugbar:

� anneal: Boltzmannstrategie mit und ohne Annealing.

� mixed: Gemischte Strategie mit und ohne Annealing.

� adaptive: Bestimmung der Zustandsdichte mit der Boltzmannstrategie.

PARAMETER: Parameter�le: mix.para

Populationsize Populationsgr�o�e
Dimension Problemdimension
Generations Generationen
Temperature Temperatur
Tvariance Temperaturvarianz
Selection Selektionswahrscheinlichkeit
Mutation Mutationswahrscheinlichkeit
ab�le File der Anfangsbedingung
Writestep Speicherperiode
Savemode Speichermode
Mode Optimierungsstrategie
Fitness Fitne�funktion
Runs Anzahl der Runs

AUTOR: Helge Ros�e (rose@summa.physik.hu-berlin.de)

3.10.7 XBola

NAME: xbola [-hdnmprstexv]

OPTIONEN und PARAMETER:
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-h : Hilfe
-l : laufende Ausgabe
-n <dim> : Problemdimension
-m <max> : maximale Fitne�di�erenz
-s <size> : Populationsgr�o�e
-r <runs> : Anzahl der Runs
-e <time> : Zeitschritt
-g <space> : Ortsschrittweite
-w <wtime> : Speicherperiode
-t <time> : Laufzeit
-d <di�> : Di�usionskonstante
-b <beta> : inverse Temperatur
-x <x(0)> : Startpunkt
-v <var> : Varianz
-f <name> : Fitne�funktion

BESCHREIBUNG:

Das Programm implementiert die Boltzmannstrategie
als Langevinalgorithmus [AER97]. Damit ist der Ver-
gleich zwischen den erzielten theoretischen Resulta-
ten und dem Verhalten des Optimierungsalgorithmus
m�oglich.

AUTOR: Helge Ros�e (rose@summa.physik.hu-berlin.de)

3.10.8 Fema

NAME: fema [-hdnmprstexv]

OPTIONEN und PARAMETER:
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-h : Hilfe
-l : laufende Ausgabe
-n <dim> : Problemdimension
-p <pop> : Anzahl der Populationen
-m <max> : maximale Fitne�di�erenz
-s <size> : Populationsgr�o�e
-r <runs> : Anzahl der Runs
-w <wtime> : Speicherperiode
-t <time> : Laufzeit
-d <di�> : Di�usionskonstante
-x <x(0)> : Startpunkt
-v <var> : Varianz

BESCHREIBUNG:

Das Programm implementiert die Darwinstrategie als
Algorithmus auf Basis der Mastergleichung [AER97].
Damit ist der Vergleich zwischen den erzielten theoreti-
schen Resultaten und dem Verhalten des Optimierungs-
algorithmus m�oglich.

AUTOR: Helge Ros�e (rose@summa.physik.hu-berlin.de)

3.10.9 XFema

NAME: xfema [-hdnmprstexv]

OPTIONEN und PARAMETER:

-h : Hilfe
-l : laufende Ausgabe
-n <dim> : Problemdimension
-p <pop> : Anzahl der Populationen
-m <max> : maximale Fitne�di�erenz
-s <size> : Populationsgr�o�e
-r <runs> : Anzahl der Runs
-w <wtime> : Speicherperiode
-t <time> : Laufzeit
-d <di�> : Di�usionskonstante
-x <x(0)> : Startpunkt
-v <var> : Varianz
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BESCHREIBUNG:

Graphische Version von fema auf der Basis der Graphik-
bibliothek XForms.

AUTOR: Helge Ros�e (rose@summa.physik.hu-berlin.de)

3.10.10 ProEvo

NAME: proevo [-h][-d <dir>][-f <�le>][-v <level>]

OPTIONEN:

-h : Hilfe
-d : Arbeitsdirectory mit Parameter�le
-f : Parameter�le
-v : Verbose
ag

BESCHREIBUNG:

Das Programm integriert die partiellen Di�erentialglei-
chungen aller untersuchten Strategien [AER97]:

� BDS: Boltzmannstrategie, Darwinstrategie und gemischte Strategie

� ADS: Darwinstrategie mit Schrittweitensteuerung

� SAS: Self Annealing Strategie

PARAMETER: Parameter�le: mix.para

Mode Strategie
Fitness Fitne�funktion
Init�le Anfangsverteilung
Boxes Boxen
Steps Rechenschritte
Di�usion x Di�usion auf dem Suchraum
Di�usion y Di�usion des Steuerparameters
Gamma Selektionsrate
Kappa Selektionsrate f�ur SAS
X0 Startpunkt
Xa Intervallanfang
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Xb Intervallende
Xsig Startvarianz
X0 Startpunkt des Steuerparameters
Xa Intervallanfang des Steuerparameters
Xb Intervallende des Steuerparameters
Xsig Startvarianz des Steuerparameters
Wsteps Speicherperiode
Savemode Speichermode
Minhuge minimaler HUE-Farbparameter
Maxhuge maximaler HUE-Farbparameter
Saturation Farbs�attigung
Value Helligkeit

AUTOR: Helge Ros�e (rose@summa.physik.hu-berlin.de)

3.10.11 Das Programm evo

Autor Friedemann Schautz (schautz@summa.physik.hu-berlin.de)

Zweck Optimierung auf kontinuierlichenR�aumen beliebiger Dimensionmit
(�; �) oder (� + �) Strategie (nach Schwefel).

Plattform C++/UNIX (erfordert gmake, g++ empfohlen)

Installation Nach auspacken des tar-�les gibt es 3 Verzeichnisse:

� include header-�les sofern nicht in src

� lib ein paar Hilfsfunktionen

� src Quelltext

Compilieren:

cd lib

gmake

cd ../src

gmake evo # Version ohne Debugging information

# oder

gmake evo.g # Version mit Debugging information
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Ausf�uhren Hilfe:
evo -h bringt kurze Hilfe (Optionen und m�ogliche Eingabeparameter)

normaler run:
evo -f <parameter-file> -o <output-file>

debugging:
evo.g -f <parameter-file> -o <output-file> -d <debugging level>
> <debugging-output>
(je h�oher <debugging level> desto mehr Ausgaben werden erzeugt)

Parameter-�le enth�alt Zeilen der Form
Variablenname = Wert # Kommentar

wird eine Variable nicht angegeben, erh�alt sie einen Standardwert (siehe evo
-h).

Eine Erkl�arung aller Variablen, die im Parameter-�le vorkommen k�onnen
, be�ndet sich im readme-�le.

Ausgabeformat Die Ausgabe erfolgt in das mit -o angegebenen �le oder
nach standard output. Sie enth�alt die Werte aller Variablen und die Ausga-
ben aller runs (siehe pmode, runs).

# Variable = Wert

...

# Variable = Wert

Generation Fitness [ Koordinaten] ... (je nach <pmode>)

...

# END ( Nr des runs )

<Leerzeile>

Generation Fitness [ Koordinaten] ...

...

Wahl der Fitness-Landschaft Eine Fitness-Landschaft wird durch ei-
ne von d_vector_species abgeleitete Klasse repr�asentiert. Beispiele be�nden
sich in den �les tests.h und more_tests.h . Die Fitness-Landschaft wird zur
compile-Zeit festgelegt. Dazu mu� das Makro TSPEC den Namen der ent-
sprechenden Klasse enthalten. Die De�nition dieses Makros kann im �le
landscape.h oder als compiler-option (-DTSPEC=name) erfolgen.

Die De�nition einer neuen Fitness-Landschaft ist am Anfang des �les
tests.h im Verzeichnis src beschrieben.
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Abbildung 3.9: Minimierung der 2d-Rastriginfunktion (links) durch den Self Annealing
Algorithmusmit 50 Suchern. Rechts: Die Entwicklung der mittleren Fitne� hF i, mittleren
Temperatur T und des Besten Fmin f�ur 1000 Optimierungsschritte.
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Abbildung 3.10: Entwicklung der mittleren Fitness und Standardabweichung der Boltz-
mann (BS), Darwin (DS), gemischte (BDS) und der Self Annealing Strategie (SAS) f�ur
die Minimierung von F (x) = x2. Numerisch gel�ost f�ur: � = 1, 
 = 0; 5, � = 3, D = 0; 1,
D� = 0; 01.
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Abbildung 3.11: Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Strategien nach t = 10. Links: P (x)
f�ur Boltzmann (BS), Darwin (DS), gemischte Strategie (BDS). Rechts: P (x; T ) der Self
Annealing Strategie.

Abbildung 3.12: Der Grundri� eines Raumes mit 15 W�anden, zu dessen
Beleuchtung N = b15=3c = 5 Lampen ben�otigt werden. Die Punkte zeigen
die Positionen der Lampen.
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Abbildung 3.13: L�osung mit Nmin = 10 Lampen zur Beleuchtung eines
Raumes mitM = 82 W�anden. Die Positionen der Lampen sind mit (+)- und
(*)-Symbolen bezeichnet. Der Raum ist vollst�andig beleuchtet { man kann
schnell pr�ufen, da� jeder Punkt der Wand mit mindestens einer der Lampen
durch eine gerade Linie verbunden werden kann, ohne eine der Wandlinien
zu schneiden. Die schattierte Fl�ache zeigt die Fl�ache, die durch die mit (*)
gekennzeichnete Lampe beleuchtet wird.
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Abbildung 3.14: Das Zeitverhalten der Fitness F des besten Individuums
in einem evolution�aren Algorithmus f�ur verschiedene Anfangsbedingungen.
Lange Perioden der Stagnation werden von pl�otzlichen Spr�ungen unterbro-
chen.
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Abbildung 3.15: Die Anzahl der ben�otigten Optimierungsschritte t um die
optimale L�osung zu �nden als Funktion der Zahl der Lampen pro Set N0

in der Startkon�guration. Die Rechenzeit, die proportional der Zahl der
Iterationen ist, f�allt zun�achst mit wachsendem N0 und erreicht ihr Minimum
bei N0 = 16. F�ur gr�o�ere N0 w�achst die Rechenzeit schwach.
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Abbildung 3.16: Die Anzahl der Optimierungsschritte TN �uber der Anzahl
der Lampen pro Set N . Die gemittelten Daten der Simulationen sind mit
Kreuzen und Fehlerbalken gezeichnet. Die durchgezogene Linie und die ge-
strichene Linie zeigen die Absch�atzungen entsprechend Gleichung (3.50) und
den letzten Summanden in der Summe (3.50). Die Zeit � diente als Fitpara-
meter.
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Abbildung 3.17: Einige typische Optimierungsl�aufe. Nachdemdie L�osung f�ur
N0 > Nmin Lampen gefunden ist �ndet der Algorithmus schnell die L�osung
f�ur kleinere N . In �Ubereinstimmung mit Abbildung 3.15 wird der Algo-
rithmus etwas une�ektiver, wenn man mit gro�en N0 startet (Erkl�arung s.
Text).
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Abbildung 3.18: Zeitliche Entwicklung der mittleren Fitne� hF i f�ur verschie-
dene Werte des Energie�ubertrags d2 (Parameter: q0 = 1:0; c = 0:1; 
 =
0:5;D = 0:025)
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Abbildung 3.19: Verteilung des Ortes x bei verschiedenen Zeiten t, Anzahl
der Teilchen N , d2 = 0:0 (linkes Bild), d2 = 0:06 (rechtes Bild)
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Abbildung 3.20: Zeitliche Entwicklung der kleinsten Fitne� F (gepunkte-
te Linie, untere Linienschar) und der mittleren Fitne� hF i (durchgezogene
Linie, obere Linienschar) f�ur verschiedene Werte des Energie�ubertrags d2
(Parameter: q0 = 1:0; c = 0:8; 
 = 10:0;D = 10:0)
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Kapitel 4

Strukturelle Optimierung

4.1 RNA Sekund�arstrukturen

(H. Ros�e)

Alle lebenden Organismen besitzen als grundlegende Bausteine ihrer Existens
hochorganisierter Makromolek�ule. Diese sind im Stande, in Abh�angigkeit ih-
rer Struktur, die verschiedensten lebenswichtigen Funktionen zu �ubernehmen.
Es war also gerade die Struktur dieser Molek�ule, die es im evolution�aren
Proze� zu optimieren galt. Welche konkrete r�aumliche Struktur ein Biomo-
lek�ul annehmen wird, h�angt entscheidend von der Aneinanderreihung seiner
elementaren Bausteine ab. Will man den Proze� ihrer Entstehung verste-
hen oder gar selbst Biopolymere entwerfen, die bestimmte biologisch aktive
bzw. enzymatische Eigenschaften besitzen, hat man die Frage zu beant-
worten: In welche Struktur wird sich eine gegebene Bausteinsequenz an-
ordnen? Dieses Faltungsproblem ist die zentrale Frage der heutigen Bio-
polymerforschung. Einer der wichtigsten Gegenst�ande der Untersuchung
sind dabei RNA-Sequenzen1, denn sie stellen einerseits noch recht einfache
Strukturen dar, besitzen andererseits jedoch bereits reichhaltige enzymati-
sche Eigenschaften. Am wichtigsten ist jedoch die Tatsache, da� es m�oglich
ist, sie gezielt, im Hinblick auf ihre Eigenschaften, im Labor herzustellen
[Sym92, BJ92].

Jede bestimmte Nukleotidsequenz faltet sich in eine mehr oder weniger
stabile r�aumliche Struktur. Da der Gesamtproze� der Faltung �au�erst kom-
pliziert und nur f�ur recht kurze Sequenzen mit einen vertretbaren Rechen-
aufwand modellierbar ist, stellte sich die Frage, ob die wichtigsten Eigen-
schaften von RNA-Strukturen bereits durch ein einfaches Modell beschrie-

1Ribonukleins�aure-Sequenzen

107
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ben werden k�onnen. Dies ist in der Tat m�oglich und beruht auf dee Er-
kenntnis, da� die Sekund�arstruktur einer RNA-Sequenz in hohen Ma�e ihre
biochemischen Eigenschaften mitbestimmt. Die Sekund�arstruktur ist dabei
die zweidimensionale Form, die durch die Bindung kompatibler Nukleotide
der Sequenz entsteht. Dieser erste Schritt des Faltungsprozesses liefert den
Hauptanteil der freien Energie des RNA-Molek�uls und bestimmt so seine
thermodynamische Stabilit�at. Der Faltungsproze� kann damit als Formation
von Sekund�arstrukturen modelliert werden, die die freie Energie minimieren
[FSBB+93]. Allerdings ist dabei zu beachten, da� die reale Formation des
Biopolymers einen weitaus komplizierten und insbesondere einen dynami-
schen Proze� darstellt, der nicht notwendigerweise in einer Struktur minima-
ler freier Energie resultiert. Es zeigt sich vielmer, da� es gerade die subop-
timalen Sekund�arstrukturen sind, die biologische Relevanz besitzen und die
Kenntnis ihrer Zustandsdichte wichtig f�ur das Verst�andnis der Vielfalt und
Stabilit�at der RNA-Molek�ule ist [Hig95]. Im Hinblick auf das zu formulie-
rende Optimierungsproblem ist es daher wichtig zu bemerken, da� wir neben
der Struktur minimaler freier Energie - also dem Optimum des Problems -
vor allem an den Suboptima und der Zustandsdichte interessiert sind. Sie
stellen in diesem Falle die eigendliche Optimierungsziele dar.

Die Zahl m�oglicher Sekund�arstrukturen w�achst exponentiell mit der Se-
quenzl�ange L [FSBB+93], wodurch ein kompletes Durchmustern aller Struk-
turen schon f�ur L > 40 schnell an seine Grenze st�o�t. Allerdings kann
die Zustandsdichte durch eine problemspezi�sche Methode der Dynamischen
Programmierung auch f�ur l�angere Sequenzen (L = 76) bestimmt werden
[CHS96, CFRS97]. Diese liefert gleichzeitig jedoch nicht die explizite Gestalt
der Sekund�arstrukturen. Um das gew�unschte Ziel der Bestimmung der sub-
optimalen Strukturen und der Zustandsdichte zu erreichen, bietet sich die
Verwendung Evolution�arer Algorithmen gerade zu an. Mit der in Abschnitt
2.3.1 beschriebenen Methode, sind wir in der Lage, sowohl die Suboptima als
auch die Zustandsdichte in einem Lauf zu ermitteln. Wir haben dazu kam
mehr zu tun, als das Optimierungsproblem zu formulieren.

Der Suchraum des Faltungsproblems besteht aus allen Sekund�arstukturen,
die zur gegebenen Nukleotidsequenz kompatible Bindungspaare aufweisen,
d.h., die nur an solchen Positionen der Sequenz Bindungen besitzen, die
Watson-Crick-PaareAU,GC oder das PaarGU bilden. Die dabei m�oglichen
Sekund�arstukturen k�onnen dabei selbst als Symbolsequenzen aus o�enen und
geschlossenen Klammern und Punkten dargestellt werden. Die Klammerpaa-
re repr�asentieren gebundene und die Punkte ungebundene Nukleotide, also
z.B.
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GGCCCACGUGGCGGCUA

(((((.....).)))).

Als Mutationsoperatoren w�ahlen wir die folgenden Operationen:

Binden ........... ! .(.....)...

L�osen .(.....)... ! ...........

Verschieben .(.....)... ! ..(....)...

Zuziehen ...(...)... ! .(((...))).

Aufziehen .(((...))). ! ...(...)...

Die ersten drei Operationen stellen o�ensichtliche Elementarmutationen
dar, w�ahrend die letzten zwei korrelierte Mehrfachanwendungen der ersten
beiden Mutationen sind. Ihre Hinzunahme erwies sich als entscheidend,
da gerade aufeinander folgende Paarungen (stacks) hohe negative Energie-
beitr�age liefern, anderseits bewirken L�ucken in dieser Bindungsfolge (inner
loops) gro�e Energieerh�ohungen. Ein unkorrelierter Aufbau der stacks w�urde
unweigerlich inner loops produzieren, deren Entstehen im Optimierungs-
proze� sich als wiederholte Verschlechterung der Fitness darstellen w�urde.
Die Wahrscheinlichkeit des Entstehens l�angerer stacks w�are damit faktisch
Null. Gerade sie stellen aber das typische Strukturelement der gesuchten
Optima dar. Die Forderung der Ergodizit�at des Suchprozesses legt also die
Einf�uhrung der letzten beiden Mutationsoperatoren nahe.

Die Fitnessfunktion des Minimierungsproblems ist durch die freie Energie
der Sekund�arstruktur gegeben, die durch eine Unterroutine des Standardsi-
mulationspaketes VIENNA RNA package 1.1 beta f�ur eine gegebene Struktur
und Sequenz leicht bestimmt werden kann2 [HFS+94].

Als RNA-Sequenz wurde der erste Teil (5'-cloverleaf, L = 100) des Polio
Virus Type 1 Mahoney (AC V01148) gew�ahlt, der als Bestandteil der Steu-
ersequenzen des Virus von besonderen biologischen Interesse ist. Die Anwen-
dung der Boltzmannstrategie lieferte sowohl die Sekund�arstruktur minimaler
freier Energie F = �28:09 kcal=mol, die auch durch den Faltungsalgorithmus
des VIENNA RNA package gefunden wird. Dar�uber hinaus �ndet die Boltz-
mannstrategie jedoch auch suboptimale Faltungsstrukturen (s. Abb. 4.1)
und die Zustandsdichte (Abb. 4.2) durch die Anwendung der Methode aus
Abschnitt 2.3.1.

Wie erwartet besitzt auch die Zustandsdichte des Polio Virus im posi-
tiven Energiebereich einen gau�schen Verlauf, da die Sekund�arstrukturen
hoher positiver Energie sich aus vielen nahezu unabh�angigen Subelementen

2Dabei wird die gesamte Sekund�arstruktur in Substrukturen zerlegt, deren Energiebei-
tr�age durch Labormessungen bestimmt werden konnten. Diese bilden in der Summe die
freie Energie der Sekund�arstruktur.
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zusammen setzen. Dies stimmtmit den Ergebnissen �uberein, wie sie f�ur Hefe
in [CFRS97] gefunden wurden.

4.2 Das LABS-Problem II

(D. Beule, B. Militzer, M. Zamparelli)

Die Suche nach bin�aren Sequenzen mit kleinen Autokorrelationfunktionen
(LABS) stellt ein mit steigender L�ange der Sequenzen extrem schnell schwie-
riger werdendes Problem dar. Solche Sequenzen werden z. B. in der Signal-
verarbeitung ben�otigt [Ber87]. Man betrachtet bin�are Sequenzen (s1; : : : ; sL)
der L�ange L, (si = �1) und ihre Energie

E =
L�1X
k=1

R2
k mit Rk =

L�kX
i=1

si si+k (4.1)

aus der sich der Merit{Faktor ableiten l�a�t

F =
L2

2E
; (4.2)

der f�ur unsere Zwecke die Fitness einer Sequenz darstellt, die zu maximieren
ist. Die Zahl der m�oglichen Sequenzen betr�agt 2L, so da� eine vollst�andige
Suche f�ur L > 40 unpraktikabel ist.

LABS entspricht au�erdem der Suche nach dem Grundzustand in einem
Ising{Spinsystem mit langreichweitiger 4{Spin{Wechselwirkung [BM94] und
ist ein klassisches frustriertes Optimierungsproblem, welches von verschiede-
nen Autoren untersucht wurde [Ber87, Dit96, BM94, Rud95].

Zum ersten Mal wurden f�ur dieses Problem (�; �) Strategien, zusammen
mit einem Mutationsoperator, der sich von den normalen bisher angewandte
Einzel-
ip wesentlich unterscheidet, angewandt. Dieser Mutationsoperator
nutzt das vorhandene Wissen durch ein Vorauswahlproze� in dem mehre-
re m�ogliche Kon�gurationen betrachtet werden, aus. Das erfolgt durch die
Auswahl von r verschiedenen Rk's mit �uberdurchschnittlich hohen Werten
und durch das Flippen von b Bits bis alle r Korrelationen kleiner geworden
sind. Damit wird ein zielgerichteter und nicht mehr rein zuf�allig Mutations-
schritt gewonnen. Auf diese Weise wurden f�ur alle in der Literatur bisher
behandelten Werte von L die Rekorde erreicht oder �ubertro�en.

Insbesonderes f�ur L = 100 wo keine die Dimension halbierende Symmetrie
(Skew{symmetry) ausgenutzt werden kann, wurden Sequenzen gefunden, die
gro�ordnung 10 mal weniger h�au�g sind, als die mit normalen 1-Bit Flips
und Boltzmann Strategien gefundenen.
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4.3 Optimierung von Stra�ennetzen

(H. Ros�e)

Netzwerkoptimierung geh�ort zu der Gruppe der Probleme, die derzeitig im-
mer mehr ins Zentrum der Beachtung r�ucken, denken wir an Anwendungen
wie Daten- und Kommunikationsnetze oder Stadtplanung. Letzteres war Ge-
genstand der Untersuchung des SFB230 zu dem im Projekt Kooperationsver-
bindungen bestanden. Das von Projektpartner SIEMENS M�unchen ebenfalls
ge�au�erte Interesse an dieser Problemstellung machte die Netzwerkoptimie-
rung zu einer relevanten Anwendungaufgabe, f�ur die im Projekt entwickelten
gemischten Strategien (s. 3.3).

Die einfachste Problemstellung der Netzwerkoptimierung besteht in der
Minimierung der Netzwerkl�ange - oder damit verbunden der Netzwerkauf-
baukosten. Diese ist jedoch sowohl f�ur praktische Belange als auch f�ur das
theoretische Interesse von nur geringen Gehalt. Nimmt man jedoch die For-
derung der gleichzeitigen Minimierung des mittleren Umwegs (Abweichung
der L�ange des Weges zwischen zwei Punkten im Netz zur direkten Distanz
zwischen beiden gemittelt �uber alle Punktpaare) hinzu, so erh�alt man ein bis
dahin nichtuntersuchtes und praktisch relevantes Optimierungsproblem.

Es geh�ort zur Klasse der frustrierten Probleme, da die Netzl�ange bei
kleiner (gr�o�er) werdenen Umweg w�achst (schrumpft), beide Ziele also nie
gleichzeitig minimal werden k�onnen. Die optimale L�osung ist ein Kompro-
mi� zwischen L�ange und Umweg, zwischen Kosten und Komfort oder zwi-
schen Bau- und Fahrtzeit. Um dennoch eine Qualit�at eindeutig de�nieren
zu k�onnen mu� eine Zielsetzung in Form einer Gewichtung der widerspre-
chenden Forderungen erfolgen. Im einfachsten Falle kann dies durch einen
Preisparameter � geschehen, der die Kosten pro Netzwerkl�ange festlegt. Die
Fitne� eines Netzes g wird dann durch

F (g) = � c(g) + (1� �) d(g) ; 0 � � � 1 (4.3)

beschrieben, wobei c(g) die L�ange des Netzes und d(g) den mittleren Umweg,
darstellen [SERW96].

F�ur maximalenPreis � = 1 erhalten wir das einfache L�angenminimierungsproblem,
dessen optimale L�osung der minimal vernetzte Graph ist und der durch be-
kannte mathematische Algorithmen bestimmt werden kann. F�ur den ko-
stenlosen Bau eines Netzes � = 0 ist der vollvernetzte Graph mit F (gv) =
d(gv) = 0 die optimale L�osung. F�ur alle realen Situationen 0 < � < 1 stellt
die L�osung einen Kompromi� zwischen diesen beiden Grenzf�allen dar.

Der Suchraum des Problem ist die Menge aller zusammenh�angender Gra-
phen mit N Knotenpunkten. Die Zahl der m�oglichen Graphen ist unvorstell-
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bar gro�3. Als Punktkon�guration verwenden wir die 39 wichtigsten Kno-
tenpunkte des Stra�ennetzes der italienischen Kleinstadt Martina Franca (s.
Abb. 4.4).

Zur Optimierung wenden wir die im Projekt entwickelte gemischte Stra-
tegie (s. 3.3) und zum Vergleich die Boltzmann Strategie (s. 3.1) an. Ab-
bildung 4.5 zeigt den Verlauf der Boltzmann Optimierung f�ur � = 0:975.
Ausgehend vom vollvernetzten Graphen beginnt der Algorithmus zun�achst
das Netzwerk auszud�unnen. Dies ist gut in Abbildung 4.6 zu erkennen, die
die Entwicklung der Netzwerkl�ange zum Umweg wiedergibt. Mit schrump-
fender L�ange vergr�o�ert sich zun�achst der Umweg. Nachdem der Gro�teil
�uber
�ussiger Verbindungen entfernt ist, beginnt der Algorithmus von sich
aus den Graphen zu balancieren (Abb. 4.5, Bild 3,4). Dies f�uhrt nun auch
zur Minimierung des Umwegs (Abb. 4.6, linke H�alfte). Nach 6 105 Schritten
stagniert die Boltzmann Strategie schlie�lich in einem lokales Optimum der
Fitne�.

Die Anwendung der gemischten Strategie erzielt im Vergleich zur Boltz-
mann Strategie (jeweils 16 Sucher) bereits nach einem Sechstel der Zeit ein
besseres Resultat. Abbildung 4.7 zeigt die Zeitentwicklung der Fitne� und
die optimiertenNetzwerke f�ur beide Strategien. Die gemischte Strategie mini-
miert deutlich schneller die Fitne� und �ndet ein sichtbar besseres Netzwerk
(Abb. 4.7, rechts).

Im Resultat k�onnen wir feststellen, da� die gemischte Strategie im Falle
der Netzwerkoptimierung eindeutig zu bevorzugen ist. Nicht nur ihre schnel-
lere Konvergenz, sondern vor allem ihre F�ahigkeit lokale Optima zu verlas-
sen und damit den Weg hin zum globalen Optimum weiter zu verfolgen,
pr�adestiniert sie f�ur die praktische Anwendung.

4.4 Adaptive Netzwerkoptimierung

(M. Zamparelli)

Eines der schwierigsten Probleme im Bereich der Wegenetzoptimierung ist
das sogenannte Steiner Tree Problem [HRW92]. Die Aufgabe besteht darin,
vorgegeben Punkten (St�adte), unter Einf�uhrung zus�atzlicher Knoten so zu
verbinden da� die gesamte L�ange des Netzwerkes minimal wird. Genauer
gesagt die Anzahl, Koordinaten und Verbindungsmatrizen der zus�atzlicher
Knoten mu�en festgestellt werden.

3Die Anzahl aller Graphen �uber N Punkten betr�agt 2N(N�1)=2, z.B. f�ur N = 39 10223.
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Von praktischem Interesse abgesehen (Telefonnetze oder Bahn) ist dieses
Probleme auch f�ur Theoretiker von Bedeutung, da es zu der Klasse der au-
�erordentlich schwierigen NP-complete Probleme [GGJ79] z�ahlt, f�ur die neue
Heuristiken immer sehr erw�unscht sind. Mit Hilfe einer hierarchischen Auf-
bauprozedur durch ein Abbildung zwischen der Menge der Listen (siehe Fig.
4.4) mit N Bl�attern und der Menge aller zusammenh�angende nicht azyklische
Graphen (B�aume) der Suchraum wesentlich eingeschr�ankt wird.

Diese Abbildung erlaubt ohne N�ahrungsverfahren einen kontinuierlichen
Suchraum durch einem diskreten zu ersetzen. Die Aufgabe ist daher neu
formuliert indem man aus dem Raum aller m�oglichen Listen, die mit dem
entsprechenden minimalen Graph sucht.

Die Leistung dieses Algorithmus f�ur bis N = 30 ist vergleichbar mit ande-
ren Heuristik-basierten Methoden, allerdings ist abzusehen, da� f�ur gro�ere
Werte von N die Kausalit�at gebrochen wird, und kleine �Anderungen in der
Liste zu gro�e �Anderungen in der Fitness f�uhren.

4.5 Erstellte Software

(H. Ros�e)

4.5.1 Wea

NAME: wea

BESCHREIBUNG:

Das Programm implementiert die gemischte und die Self
Annealing Strategie zur Netzwerkoptimierung (s. 4.3)
unter Verwendung der Bibliothek ArtEvo (s. 3.10.1).
�Uber ein Koordinaten�le k�onnen beliebige Punktkon-
�gurationen (z.B. martina.crd) eingelesen werden. Fol-
gende Betriebsarten wurden implementiert:

� density: Bestimmung der Zustandsdichte mittels Boltzmannstrategie.

� mixed: Optimierung durch die gemischte Strategie.

� adaptive: Optimierung durch die Self Annealing Strategie.
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PARAMETER: Parameter�le: wea.para

Populationsize Populationsgr�o�e
Nodenumber Punktanzahl des Graphen
Generations Generationen
Lambda Preisfaktor der Fitne�funktion
Fillfactor Startvernetzungsgrad
Temperature Starttemperatur
Annealing Abk�uhlungsfaktor (falls kein Self Annealing)
Tvariance Starttemperaturvarianz
Mutation Mutationswahrscheinlichkeit
Selection Selektionswahrscheinlichkeit
Coord�le Punktkoordinaten�le
Writestep Speicherperiode
Mode Programmmode
Addnoise (0 = multiplikatives Rauschen)

AUTOR: Helge Ros�e (rose@summa.physik.hu-berlin.de)
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Abbildung 4.2: Zustandsdichte des ersten Teils (L = 100) des Polio Virus
Typ 1 Mahoney (AC V01148), die durch eine Boltzmannstrategie bestimmt
wurde. Zu Verdeutlichung des nahezu gau�schen Verlaufs im positiven Ener-
gieintervall, ist die Dichte neben der semilogarithmischen auch in linearer
Darstellung wiedergegeben.
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Abbildung 4.3: Betr�age der Rk f�ur eine Sequenz mit niedrigem Merit-Faktor
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Abbildung 4.4: Stra�ennetz der italienischen Kleinstadt Martina Franca.

t=0 t=20000 t=40000 t=60000

Abbildung 4.5: Verlauf der Optimierung mittels Boltzmann Strategie.
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Abbildung 4.6: Entwicklung der Netzwerkl�ange c zum Umweg d. Der Optimierungsproze�
startet in der rechten unteren Ecke.
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Abbildung 4.7: Vergleich der Boltzmann und der gemischten Strategie,
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Abbildung 4.8: Die Ergebnisse des Algoritmus f�ur N = 30



Kapitel 5

Anwendungen auf Probleme

der Physik

5.1 Das Beladeplanproblem von Druckwas-

serreaktoren

(C. Kappler, M. Zamparelli)

Wegen des vorzeitigen Ausscheidens der beiden Bearbeiter ohne ordnungs-
gem�asse Berichterstattung muss in Bezug auf diesen Teil auf die vorliegenden
Publikationen Kappler/Zamparelli et al. verwiesen werden.

5.2 Molekulardynamik mit Cauchyverteilun-

gen

(F. Schautz)

Es wurden mit einer neu entwickelten Methode Molekulardynamik - Simula-
tionen des Elektronengases durchgef�uhrt. Sie besteht darin, da� in einer er-
sten Phase eine Optimierungsmethode (SimulatedAnnealing) eingesetzt wur-
de, um die relevanten Anfangsbedingungen f�ur die Simulationen zu �nden, D.
h. solche Anfangsbedingungen, die im Gleichgewicht hohe Phasendichte ha-
ben. Damit wird in der zweiten Phase die eigentliche Simulation gestartet.
Insbesondere Beispiel wurde ein Elektronengas simuliert, in dem quanten-
mechanische E�ekte (Pauliprinzip) durch zus�atzliche impulsabh�angige Po-
tentiale zwischen den Elektronen ber�ucksichtigt sind. Eine Folge der im-
pulsabh�angigen Wechselwirkungen ist, da� herk�ommliche (d.h. f�ur Systeme

121
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mit ausschlie�lich ortsabh�angigen Wechselwirkungen entwickelte) Methoden
das thermodynamische Gleichgewicht zu erreichen nicht angewendet werden
konnten. Stattdessen wurde die erste Phase durch Simulated Annealing er-
setzt, was das Einstellen des Gleichgewichtes unabh�angig von der Gestalt
der Wechselwirkungen zwischen den Teilchen erm�oglicht. Dabei wird ein
Random Walk durch den Phasenraum konstruiert, bei dem einzelne Phasen-
raumpunkte entsprechend ihrer Wahrscheinlichkeit im thermodynamischen
Gleichgewicht angelaufen werden. Damit wird erreicht, da� (im Limes un-
endlich langer Simulationszeit) entlang dieses Random Walk berechnete Mit-
telwerte (z.B. der Energie) mit denen im thermodynamischen Gleichgewicht

�ubereinstimmen. Da die Simulationen in der Praxis in endlicher Zeit durch-
gef�uhrt werden m�ussen, ist es wichtig, den Phasenraum e�ektiv abzusuchen.
D. h. es tritt dasselbe Problem auf wie in der hochdimensionalen Paramete-
roptimierung durch evolution�are Algorithmen (s. o.). In diesem Fall wurde
der Phasenraum durch koordinatenweises Ziehen nach einer Cauchyvertei-
lung abgesucht. Durch dieses Verfahren wurde das thermische Gleichgewicht
deutlich schneller erreicht als durch Ziehen der Variablen nach einer Gau�-
verteilung.

5.3 Die Anwendung evolution�arer Algorith-

men auf quantenmechanische Probleme

(D. Rosenkranz)

Viele quantenmechanischeAufgaben lassen sich analytisch nur n�aherungs-
weise oder gar nicht l�osen. Es existieren allerdings verschiedenste numerische
Methoden, die f�ur die unterschiedlichen Problemgebiete mehr oder minder
geeignet sind. Ziel der vorliegenden Arbeit war es nun, ausgehend von ei-
nem speziellen Evolutionsmodell, dem Fisher{Eigen{Modell, eine numerische
L�osungsmethode f�ur verschiedene quantenmechanische Problemstellungen zu
entwickeln und zu testen.

Die Evolution einer Population der Dichte �(~x; t) in einem d{dimensio-
nalen Phasenraum mit einer Fitne�landschaft, die durch die skalare Funk-
tion E(~x) gegeben ist, wird durch die Fisher{Eigen{Gleichung beschrieben
[ESG88, EEF90b]:

@

@t
�(~x; t) = D

@2

@~x2
�(~x; t) + (E(~x)� hEi) �(~x; t) ; (5.1)
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wobei der Mittelwert der Fitne� hEi als normaler Ensemblemittelwert de�-
niert ist.

Die numerische Repr�asentation der Dichte �(~x; t) durch ein hinreichend
gro�es Ensemble Brownscher Teilchen f�uhrt auf eine einfacheMethode, Gl.(5.1)
auf demComputer orts- und zeitabh�angig zu l�osen (f�ur eine ausf�uhrliche Dar-
stellung siehe [Ros96b] und [Fri94]).

Quantenmechanischer Grundzustand

Die Schr�odingergleichung

�i�h @
@t
�(~x; t) =

�h2

2m

@2

@~x2
�(~x; t)� V (~x)�(~x; t) (5.2)

kann durch Einf�uhren einer imagin�aren Zeit (t ! �it) und mit Hilfe des
Ansatzes

�(~x; t) = exp

0
B@�

t=�hZ
0

hV i dt0
1
CA �(~x; t) (5.3)

in die Fisher{Eigen{Gleichung (5.1) transformiert werden, wobei gilt: E(~x) =
�V (~x) und D = �h2=2m. Die Dichte �(~x; t) konvergiert f�ur lange Zeiten ge-
gen die Grundzustandswellenfunktion des quantenmechanischen Systems, so
da� auch der Mittelwert hV i gegen die Grundzustandsenergie konvergiert
[EEF90b, Fri94, Ros96b]. Die Konvergenzgeschwindigkeit h�angt im wesent-
lichen von der Energiedi�erenz des Grund- vom ersten angeregten Zustand
ab.

Als Test haben wir einfache quantenmechanische Systeme, wie den har-
monischen Oszillator und das Wassersto�atom, aber auch kompliziertere
2{Teilchensysteme, wie das Heliumatom oder das negativ geladenen Was-
sersto�ion untersucht. Es zeigte sich eine gute �Ubereinstimmung mit vor-
handenen analytischen Resultaten (f�ur eine ausf�uhrliche Darstellung siehe
[Ros96b]).

Die Genauigkeit der numerischen Ergebnisse und besonders der zeitliche
und rechentechnische Aufwand zu ihrem Erhalt h�angen nat�urlich stark von
der Komplexit�at des zu untersuchenden Systems und der f�ur jedes Problem
spezi�schen Wahl der Simulationsparameter ab. Prinzipiell l�a�t sich diese
Methode aber zur Ermittlung des bosonischen Grundzustandes beliebiger
quantenmechanischer Systeme einsetzen.

Ein ungel�ostes Problem stellt noch die Einbeziehung fermionischer Frei-
heitsgrade dar; so m�u�te man die globale Koppelung zwischen Teilchen, die
durch eine explizite Symmetrisierung eingef�uhrt wird, in den Hamiltonian
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und damit in die Simulationsvorschrift einf�ugen, was allerdings kein triviales
Unterfangen ist.

Eine zur vorgestellten �ahnliche Methode benutzen Ceperley et al. [CA80,
CA87] unter dem Namen Di�usion{Monte{Carlo, wobei diese Methode aller-
dings mit zus�atzlichen Testwellenfunktionen arbeitet, die f�ur jedes Problem
geeignet konstruiert und angepa�t werden m�ussen. Durch geeignete Kon-
struktion dieser Testwellenfunktionen lassen sich damit aber auch fermioni-
sche Grundzustandsenergien absch�atzen.

Quantenmechanische Dichtematrix

Die Dichtematrix bzw. der Dichteoperator �̂(�) (mit � = (kBT )�1) ist ei-
ne wichtige Gr�o�e in der Quantenstatistik, da, wenn sie bekannt ist, ein
quantenstatistisches Gleichgewichtssystem vollst�andig bestimmt ist. Belie-
bige quantenmechanische Erwartungswerte von Operatoren lassen sich dann
berechnen nach: D

F̂
E
=

Sp(F̂ �̂)

Sp(�̂)
: (5.4)

F�ur realistische Quantensysteme ist dieser Operator analytisch jedoch schwer
zu fassen.

In der Ortsdarstellung gilt f�ur die Dichtematrix �(~x; ~x0; t) folgende Evo-
lutionsgleichung, die Blochgleichung [Fey72]:

@

@�
�(~x; ~x0; �) = �H~x�(~x; ~x

0; �) =

 
�h2

2m

@2

@~x2
� V (~x)

!
�(~x; ~x0; �) (5.5)

mit der Anfangsbedingung �(~x; ~x0; 0) = �(j~x � ~x0j) . Die Variable ~x0 hat in
dieser Gleichung nur die Funktion eines Parameters, der die Lokalisierung
der Anfangsbedingung bestimmt. Mit Hilfe des Ansatzes (5.3) kann diese
Evolutionsgleichung wiederum in die Fisher-Eigen-Gleichung transformiert
werden; mit �, der inversen Temperatur, als Systemzeit (genauer: t = �h�)
und der Anfangsbedingung �FE(~x; ~x

0; 0) = �(j~x � ~x0j) . Um die Dichtema-
trix zu bestimmen, mu� also der Phasenraum bzw. der interessierende Teil
des phasenraumes mit den Anfangsbedingungen abgetastet werden und f�ur
jede Anfangsbedingung die Zeitentwicklung der Fischer-Eigen-Dichte aufge-
zeichnet werden. Aus dieser Dichte kann dann entsprechend Gl.(5.3) die
unnormierte und aus ihr die normierte Dichtematrix bestimmt werden. Der
numerische Aufwand zur Bestimmung der Dichtematrix ist gerade bei hoch-
dimensionalen Phasenr�aumen immens hoch, prinzipiell sollte aber f�ur bo-
sonische Systeme, bzw. Systeme ohne spezielle Symmetrie diese Methode
anwendbar sein.
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Als erste Modellsysteme wurden der harmonische Oszillator, der kubisch
gest�orte Oszillator, verschiedene Doppeltopfpotentiale und das Morsepoten-
tial [LL87] untersucht. F�ur diese Systeme dauerte die Berechnung der rele-
vanten Diagonalelemente der Dichtematrix auf einer DEC-Alpha Worksta-
tion jeweils ca. 3 Stunden. Da viele Operatoren nur von einer Koordinate
abh�angen, ist f�ur viele Zwecke die Kenntnis der Diagonalelemente bereits
ausreichend, so da� sich also der rechentechnische Aufwand f�ur einfache Sy-
steme durchaus in Grenzen h�alt. Mit Hilfe der so ermittelten Dichtematrix
k�onnen dann beliebige Erwartungswerte berechnet werden (siehe [Ros96b]).

Neben den eindimensionalen Problemen kann man nat�urlich auch Proble-
me mit h�oherdimensionalen Phasenr�aumen behandeln. Man bekommt dann
aber schnell Probleme mit der Rechenzeit, da das abzutastende Phasenraum-
volumen mit wachsender Dimension sehr schnell gr�o�er wird; desweiteren
potenziert sich nat�urlich auch der erforderliche Speicherplatz, denn die vol-
le Dichtematrix hat die Dimension dM = 2 � dx + 1, so da� man bei Nx

r�aumlichen und Nt zeitlichen St�utzstellen Nx
2dx � Nt Werte speichern mu�.

Selbst wenn man sich nur f�ur die Diagonalelemente interessiert, sind es noch
Nx

dx � Nt Werte. Um den Simulationsphasenraum zu reduzieren, mu� man
sich dann im System vorhandene Symmetrien zu nutze machen.

Zusammenfassung

Wir haben eine Methode entwickelt und untersucht, die es erm�oglicht, ver-
schiedenste Probleme der Quantenmechanik und Quantenstatistik numerisch
zu l�osen. Hierbei wird ausgenutzt, da� sich quantenmechanische Bewegungs-
gleichungen (Schr�odingergleichung, Blochgleichung) durch geeignete Trans-
formationen in Evolutionsgleichungen vomFisher{Eigen{Typ �uberf�uhren las-
sen. Diese Evolutionsgleichungen lassen sich numerisch relativ einfach behan-
deln, so da� man eine numerische L�osungsmethode f�ur quantenmechanische
Probleme in die Hand bekommt.

Es konnte f�ur verschiedenste Probleme gezeigt werden, da� diese numeri-
sche Methode funktioniert und Ergebnisse guter Genauigkeit mit vertretba-
rem Aufwand liefert.

Die Limitierung der vorgestellten Simulationsmethode liegt auf prinzipi-
eller Seite in der Beschr�ankung auf bosonische Systeme und auf technischer
Seite im hohen Zeitaufwand und Speicherbedarf bei der Simulation von Mehr-
teilchensystemen bzw. Systemen mit h�oherdimensionalen Phasenr�aumen.
Die �Uberwindung dieser Grenzen erscheint m�oglich, erfordert aber weitere
Untersuchungen.
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